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1 НЕПОСРЕДСТВЕННОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ 

 

Функция )(xF  называется первообразной для функции )(xf  на 

некотором промежутке X , если для любого Xx  выполняется равенство 

)()( xfxF  . 

Задача отыскания первообразной для данной функции )(xf  решается 

неоднозначно. Действительно, если )(xF  - первообразная для функции )(xf , 

то функция СxF )( , где С - произвольная постоянная, также является 

первообразной для функции )(xf , так как )())(( xfСxF  . 

Общее выражение СxF )(  совокупности всех первообразных для 

функции )(xf  называется неопределенным интегралом от этой функции и 

обозначается 

CxFdxxf  )()( . 

 

Основные свойства неопределенного интеграла 

 

1. Производная от неопределенного интеграла равна подынтегральной 

функции; дифференциал от неопределенного интеграла равен 

подынтегральному выражению: 

 

   )(xfdxxf 


 ;      dxxfdxxfd )( . 

 

2. Неопределенный интеграл от дифференциала функции равен сумме этой 

функции и произвольной постоянной: 

 

Cxfxfd  )()( . 

 

3. Постоянный множитель можно выносить за знак неопределенного 

интеграла: 

  dxxfkdxxfk )()( . 

 

4. Неопределенный интеграл от алгебраической суммы функций равен 

алгебраической сумме неопределенных интегралов от слагаемых функций: 

 

    dxxgdxxfdxxgxf )()()()( . 
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Таблица основных интегралов 

 

1. 1,
1

1







 nC
n

x
dxx

n
n  8.   Cctgx

x

dx

2sin
 

2. Cx
x

dx
 ln  9.  


Carctgx

x

dx

21
 

3. C
a

a
dxa

x
x  ln

 10.  


C
a

x
arctg

axa

dx 1

22
 

4. Cedxe xx   11.  



Cx

x

dx
arcsin

1 2
 

5. Cxdxx  sincos  12.  



C
a

x

xa

dx
arcsin

22
 

6. Cxdxx  cossin  
13. C

ax

ax

aax

dx








 ln

2

1

22
 

7.   Ctgx
x

dx

2cos
 14.  


Cmxx

mx

dx 2

2
ln  

 

Интегралы, содержащиеся в этой таблице, принято называть 

табличными. 

Метод непосредственного интегрирования основан на прямом 

применении основных свойств неопределенного интеграла и таблицы основных 

интегралов. 

 

1.1. Вычислить интегралы: 

1) dx
xx

xxxx


 752 34

; 2) 


dx
x

x

2

2

9
; 3)    dxx 2

61 ; 

4)  xdxctg 2
; 5)  dx

x

2
sin8 2 . 

 

Решение. 

1) Разделим почленно числитель на знаменатель; в результате 

подынтегральная функция раскладывается на слагаемые, каждое из которых 

проинтегрируем: 
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CxxxxCxxx

Cx
xx

x

dx
dxxdxx

dx
x

xxdx
xx

x

xx

xx

xx

x
dx

xx

xxxx

























































ln76
7

4
ln76

7

4

ln7

1
6

1
5

1
2

5
2752

7
52

752752

6 536

5

2

7

1
6

1
1

2

5

6

1

2

5

6

1

2

5
3434

 

Произвольные постоянные, которые получаются при интегрировании 

каждого слагаемого, объединяются в одну произвольную постоянную С. 

2) Вычтем и прибавим в числителе подынтегральной функции число 9. 

Получим: 

.
3

3
ln

2

3

9
9

9

9
1

9

99

9 222

2

2

2

C
x

x
x

x

dx
dxdx

x
dx

x

x
dx

x

x
































 

 

3) Возведем в квадрат, применяя формулу сокращенного умножения, и 

проинтегрируем: 

   

.
6ln2

36
6

6ln

2

36ln

36

6ln

6
2

36623662161
2

CxCx

dxdxdxdxdx

x
x

xx

xxxxx



 
 

 

4) Применим тригонометрическое тождество 
x

xctg
2

2

sin

1
1  , тогда 

получим: 

   









 .

sin
1

sin

1

22

2 Cxctgxdx
x

dx
dx

x
xdxctg  

5) Применим формулу понижения степени  2cos1sin2 2  , получим: 

    .sin44cos4cos14
2

sin8 2 Cxxdxxdxdxxdx
x

   
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В задачах 1.2 – 1.54  вычислить интегралы. 

1.2. dxx
7   1.3.  dxx46  1.4. 

5

dx
  1.5.  6x

dx
 

1.6.    dxxxx 324 34   1.7.    dttt 23 62  

1.8.     dxxx 41    1.9.     dxxxx 3512  

1.10. 
x

dx

6
     1.11.    dxxx 1833 2  

1.12.    dtttt 3109 42   1.13.  x

dx

12
 

1.14. 


dx
x

xx

2

2461
   1.15. 


dx

xx

xx 322

 

1.16. 
 



dx

x

x

2

2
34

   1.17. 
 



dx

xx

x
2

1
 

1.18. 



dx

x

x

3

9
    1.19. 




dx

xx

x

42

8

2

3

 

1.20. 



dx

x

x

5

125

3
    1.21. 




dx

xx

x

93

27

63
 

1.22.  dxx7   1.23.  dxe xx3   1.24. 
 dxx 25  

1.25. 


dx
x

xx

4

232
   1.26.   dxxx )46(6  

1.27.      dxxx 1515   1.28.  dxxcos8   1.29.  dx
x

9

sin
 

1.30. 
x

dx

2sin7
    1.31.  










 dx

xx 22 sin

5

cos

2
 

1.32. 


dx
x

x

2

2

cos

cos45
   1.33. dx

x

xx




2

2

sin

sin27
 

1.34.  dx
x

x

2cos

2cos
    1.35. 


dx

x

x

sin6

2cos1
 

1.36. 
 xx

dx

2cossin2
   1.37. 

xx

dx

22 cossin
 

1.38. 


dx
x

xctg

2

2

cos

41
   1.39. dx

x

xx




8cos

7cos9cos
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1.40. 


dx
x

xx

4cos

5sin3sin
   1.41. 


dx

x

xx

5sin

6cos4cos
 

1.42.  dxxtg 2     1.43.   dxtgxctgx
2

   

1.44.  dx
x

2
cos3 2    1.45. 




dx

x

x

2cos1

cos1 2

 

1.46. 
 162x

dx
  1.47. 

 29 x

dx
   1.48. 

 225 x

dx
 

1.49. 
 42x

dx
  1.50. 




dx

x

x

2

2

2

21
  1.51. 




dx

x

x

1

1

4

2

 

1.52. 



dx

x

x

4

2

16

4
  1.53. 




dx

x

x

9

3

4

2

  1.54. 
 

dx
xx

x






22

2

1

21
 

 

 

2 ИНТЕГРИРОВАНИЕ МЕТОДОМ ПОДСТАНОВКИ 

 

В основе интегрирования методом постановки (или методом замены 

переменной) лежит свойство инвариантности формул интегрирования: если 

CxFdxxf  )()( , 

то 

CuFduuf  )()( , 

где  xu - произвольная дифференцируемая функция переменной x . 

Замена переменной в неопределенном интеграле производится с 

помощью подстановок двух видов: 

1) )(tx  , где t - новая переменная, а )(t - непрерывно дифференцируемая 

функция. В этом случае формула замены переменной имеет вид 

 

        dtttfdxxf )()()(    .     (1) 

Функцию )(t  выбирают так, чтобы правая часть формулы (1) приобрела 

наиболее удобный для интегрирования вид; 

2) )(xu  , где u - новая переменная. В этом случае формула замены 

переменной принимает вид 

 

          duufdxxxf )()()(  .     (2) 
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2.1. Вычислить интегралы: 

1)  xdx3sin  2) 


dx
x

x

3

2

8
 3) 


dx

x

x

2sin4

cos
 

4) 
 x

x

e

dxe

29

 5) dx

x

x
 3 2

3cos
 6) 

 21 xx

dx
. 

 

Решение. 

1) Данный интеграл окажется табличным, если заменить xt 3 . Получим: 

Cx

Ctdttdtt

dtdx

dxdxxdt

xt

dxx











 

3cos
3

1

cos
3

1
sin

3

1

3

1
sin

3

1

3)3(

3

3sin

 

 

2) Полагая 38 xt  , получим 

  CxCt
t

dt

dtdxx

dxxdxxdt

xt

dx
x

x















3

2

23

3

3

2

8ln
3

1
ln

3

1

3

1

3

1

38

8

8
. 

3) Положим xt sin , получим 

C
x

arctgC
t

arctg
t

dt

xdx

dxxdt

xt

dx
x

x
































 2

sin

2

1

22

1

4
cos

)(sin

sin

sin4

cos

22
. 

4) К табличному данный интеграл сводится подстановкой xet  : 

C
e

C
t

t

dt

dxedt

et

e

dxe x

x

x

x

x












 3

arcsin
3

arcsin

99 22
. 

5)      

.sin3

sin3cos33
cos

3)(

,cos

3

2

223

33

3 2

3

Cx

Cttdtdtt
t

t

dttdttdx

xttx
dx

x

x







 
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6)  

.

11

ln

11
ln

1
1

1
ln1ln

11

1
1

1
,

1

1

2

2

2

2

22
2

2
2

22

C

x

x

C
x

x
C

xx
Ctt

t

dt

t

t
t

tdt

t

t
x

t

dt
dx

x
t

t
x

xx

dx
































 

 

 

В задачах 2.2 – 2.63  вычислить интегралы методом подстановки. 

2.2.  xdx5cos    2.3. dxx 







 3

4
sin


  2.4.    dxx 7512  

2.5. dxx  98    2.6. 
 


 435 x

dx
   2.7. 

3 79x

dx
 

2.8.   56x

dx
   2.9.   x

dx

411
   2.10. dxe x


34

 

2.11. dxx


256    2.12. 
 22516 x

dx
   2.13. 

 2161 x

dx
 

2.14. 
 94 2x

dx
   2.15. 

 2925 x

dx
   2.16. dxxx  72  

2.17. 


3 3

2

1 x

dxx
   2.18. 

 



3

5x

x

e

dxe
   2.19. 

 62x

xdx
 

2.20. 



dx

xx

x

3

12

2
  2.21. 




dx

xx

x

234

32
  2.22. 

 






453

56

2 xx

dxx
 

2.23. 



dx

xx

x

22

1
  2.24. 




dx

xx

xx

23

2

5

310
  2.25. 

 72 x

x

e

dxe
 

2.26.  dxtgx    2.27.  dxxctg5    2.28. 
 



dx

x

x
3

8
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2.29. 

 



3 2436 xx

dx
  2.30.  dx

x

e x

2

3

   2.31. 
xx

dx

ln
 

2.32. dx
x

x


6 5ln
   2.33. dxx x


 312 6    2.34. dxee xx 34 3 8   

2.35. 
 x

x dx

47

4
   2.36. 


dx

e

e

x

x

10

5

4
  2.37. 

149

7

x

x dx
 

2.38.  xdxx 2cossin   2.39.  3 sin

cos

x

dxx
   2.40. 

xx

dxx

coscos

sin

2
 

2.41.  dx
x

tgx

2cos

5
   2.42. 

 xxctg

dx

27 4 sin

  2.43. 


dx
x

arctgx

2

4

1
 

2.44. 



dx

x

x

21

arcsin41
    2.45. 

 
 arcctgxx

dx

21
   

2.46.   xdxx cossin21    2.47. 
 xdxe x sin1cos4  

2.48.  xdx2cos      2.49.  xdx2sin2  

2.50. 
 x

xdx

2sin2

cos
     2.51. 

 5cos

sin

2 x

xdx
 

2.52.   








43

2
cos

x

dx

x
    2.53. 

 9ln2 xx

dx
 

2.54.  dx
x

x

42

3

sin
     2.55.  x

dx

sin
 

2.56.  x

dx

cos
     2.57. 

 51 x

dx
 

2.58. 


dx
x

x

4
     2.59. 

 92xx

dx
 

2.60. 


dx
x

x

1
     2.61.   dxx29  

2.62. 


dx
x

x 252

    2.63. 

 



324 x

dx
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3 ИНТЕГРИРОВАНИЕ ПО ЧАСТЯМ 

 

Метод интегрирования по частям основан на применении формулы: 

  duvuvdvu ,              (1) 

где vu,  - непрерывно дифференцируемые функции переменной x . 

Существует несколько классов функций, интегрируемых по частям. 

Рассмотрим их более подробно. 

1) Для вычисления интегралов вида  xdxxP ln)( ,  xdxxP arcsin)( , 

 xdxxP arccos)( ,  arctgxdxxP )( ,  arcctgxdxxP )( , где )(xP  - некоторый 

многочлен, необходимо принять xu ln , или xu arcsin , или arctgxu   и т.д., 

а dxxPdv )( . 

2) Для вычисления интегралов вида  dxexP kx)( ,  dxkxxP sin)( , 

 dxkxxP cos)(  следует принять )(xPu  , а dxedv kx , или dxkxdv sin , или 

dxkxdv cos . 

3) Интегралы вида  mxdxekx cos ,  mxdxekx sin  вычисляются с помощью 

двукратного применения формулы (1), и затем решением уравнения 

относительно исходного интеграла. При этом нет разницы, что обозначить за  

функцию u  и за  дифференциал dv . 

 

3.1. Вычислить интегралы: 

1)  dx
x

x

3

ln
  2)    dxxx cos5  3)  dxex x42

 

4)  dxarctgxx  5) 
 dxxe x sin . 

Решение. 

 

1)   
























 




x

dx

xx
x

xx

dx
v

x

dx
dxxdu

x

dx
dvxu

dx
x

x

22

23

3

3 2

1

2

1
ln

2

1

)(ln

,ln

ln
 

C
xx

x
C

xx

x

x

dx

x

x









  222232 4

1

2

ln

2

1

2

1

2

ln

2

1

2

ln
. 



13 

2)            







 



 xdxxx

xxdxv

dxdxxdu

xdxdvxu

dxxx sinsin5

sincos

)5(

cos,5

cos5  

  Cxxx  cossin5 . 

3)    







 



 xdxeex

edxev

xdxdxxdu

dxedvxu

dxex xx

xx

x

x 2
4

1

4

1

4

1

2)(

,

442

44

2

42

42  

















 



 dxexeex

edxev

dxdxxdu

dxedvxu

dxxeex xxx

xx

x

xx 4442

44

4

442

4

1

4

1

2

1

4

1

4

1

)(

,

2

1

4

1

 Cexeex xxx  4442

16

1

8

1

4

1
. 

 

4)           











 



 2

22

2

2 122

2

1
)(

,

x

dxx
arctgx

x

x
xdxv

x

dx
dxarctgxdu

xdxdvarctgxu

dxarctgxx  

 














 dx

x
arctgx

x
dx

x

x
arctgx

x

2

2

2

22

1

1
1

2

1

21

1)1(

2

1

2
 

Carctgxxarctgx
x

x

dx
dxarctgx

x



 

2

1

2

1

212

1

2

1

2

2

2

2

. 

5)   










 








 dxxexe

xxdxv

dxedxedu

xdxdveu

dxxeG xxxx

x

x coscos

cossin

sin,

sin  
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   


















 xdxexexe

xxdxv

dxedxedu

xdxdveu

xxxxx

x

sinsincos

sincos

cos,

. 

В итоге приходим к уравнению относительно искомого интеграла G : 

GxexeG xx   sincos , 

из которого находим 

)sin(cos
2

1
xxeG x   . 

В заключение приведем рекуррентную формулу для вычисления 

интегралов вида 

 



n

x

dx

12
: 

 
)1(

)1(22

32

)1()22(1
12122











 

n
x

dx

n

n

xn

x

x

dx

nnn
. 

  

В задачах 3.2 – 3.23 вычислить интегралы, применяя формулу 

интегрирования по частям. 

 

3.2.    xdxx sin7     3.3.    xdxx 2cos31  

3.4.  xdxx 3cos2
     3.5.  xdxx ln2

 

3.6.  dx
x

xln
     3.7.  dx

x

x

2cos
 

3.8.  dx
x

x

2sin
     3.9.  

 dxex x34  

3.10.    dxx x32     3.11.  
 dxexx x62

 

3.12.    dxx21ln     3.13.  






  dxxx 21ln  

3.14.  dxarctgx      3.15.  dx
x

x

2

arcsin
 

3.16.  xdxe x cos2
    3.17.  xdxx sin4  

3.18.   dxx24      3.19. dxx cos  (принять xt  ). 
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3.20.  dxe x      3.21.  dxx3sin  

3.22. 


dx
x

arctgxx

2

2

1
    3.23. dx

x

x
 1
arccos . 

 

 

4 ИНТЕГРИРОВАНИЕ РАЦИОНАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ 

 

Рациональной дробью называется дробь вида 
)(

)(

xQ

xP
, где )(),( xQxP  - 

многочлены. Рациональная дробь называется правильной, если  степень 

многочлена )(xP  меньше степени многочлена )(xQ ; в противном случае дробь 

называется неправильной. 

Неправильная рациональная дробь может быть представлена в виде  

)(

)(
)(

)(

)(

xQ

xR
xW

xQ

xP
 , 

где )(xW  - некоторый многочлен, 
)(

)(

xQ

xR
- правильная рациональная дробь. 

Простейшими дробями I, II, III и IV типов называются правильные 

рациональные дроби вида: 

I. 
ax

A


 II. 

 
2, 


k

ax

A

k
 

III. 04, 2

2





qp

qpxx

BAx
, т.е. квадратный трехчлен qpxx 2  не имеет 

действительных корней. 

IV.  

 
2,04, 2

2





kqp

qpxx

BAx

k
. 

Любая правильная рациональная дробь может быть единственным 

образом представлена в виде суммы простейших дробей: 

 

 
...,...

...
)(

...
)()(

)(

2

22

22

2

11

2

21





























t

tt

r

r

qpxx

NxM

qpxx

NxM

qpxx

NxM

ax

A

ax

A

ax

A

xQ

xP

 

где ....,,...,,,,...,...,,, 1121 ttr NMNMAAA - некоторые действительные числа. 
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4.1. Вычислить интеграл 



dx

xx

x

)2)(1(

45
. 

Решение. 

Представим подынтегральную функцию в виде суммы простейших 

дробей вида: 

)2)(1(

)1()2(

21)2)(1(

45
















xx

xBxA

x

B

x

A

xx

x
. 

Приравняем числители исходной и последней дробей, раскроем скобки и 

приведем подобные слагаемые: 

)1()2(45  xBxAx ; 

BBxAAxx  245 ; 

)2()(45 BAxBAx  . 

Приравняем коэффициенты при одинаковых степенях переменной x , 

составим систему уравнений: 

















1

3

52

4

B

A

BA

BA
 

Следовательно,  

2

1

1

3

)2)(1(

45











xxxx

x
. 

Таким образом, искомый интеграл 

Cxx
x

dx

x

dx
dx

xx

x











 2ln1ln3

21
3

)2)(1(

45
. 

 

4.2. Вычислить интеграл 



dx

xx

x

2

2

)3(

6
. 

Решение. 

Разложим подынтегральную функцию в сумму простейших дробей: 

2

2

22

2

)3(

)3()3(

)3(3)3(

6
















xx

CxxBxxA

x

C

x

B

x

A

xx

x
. 

Приравняем числители исходной и последней дробей, раскроем скобки и 

приведем подобные слагаемые: 

CxBxBxAAxAxx  3966 222 ; 

AxCBAxBAx 9)36()(6 22  . 

Приравняем коэффициенты при одинаковых степенях переменной x , 

составим систему уравнений: 
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













69

036

1

A

CBA

BA

    



















5

3
1

3
2

C

B

A

 

Тогда искомый интеграл равен 

C
x

xx
x

dx

x

dx

x

dx
dx

xx

x
















3

5
3ln

3

1
ln

3

2

)3(
5

33

1

3

2

)3(

6

22

2

. 

 

4.3. Вычислить интеграл 



dx

xxx

xx

)52)(2(

186

2

2

. 

Решение. 

Разложим подынтегральную функцию в сумму простейших дробей: 

)52)(2(

)2)(()52(

522)52)(2(

186

2

2

22

2


















xxx

xCBxxxA

xx

CBx

x

A

xxx

xx
. 

Приравняем числители исходной и последней дробей, раскроем скобки и 

приведем подобные слагаемые: 

CCxBxBxAAxAxxx 2252186 222  , 

)25()22()(186 22 CAxCBAxBAxx  . 

Приравняем коэффициенты при одинаковых степенях переменной x , 

составим систему уравнений: 















1825

622

1

CA

CBA

BA

     















4

3

2

C

B

A

 

Следовательно,  













dx

xx

x

x

dx
dx

xxx

xx

52

43

2
2

)52)(2(

186

22

2

. 

Вычислим второй интеграл 



dx

xx

x

52

43

2
 отдельно. Подынтегральная 

функция представляет собой простейшую дробь III типа. Выделим в 

знаменателе полный квадрат: 4)1(52 22  xxx , и выполним 

подстановку. 
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    .
2

1

2

1
52ln

2

3

22

1
4ln

2

3

22

1
ln

2

3

22

1

2

3

2

1

2

4

44
3

4

13

4

4)1(3
1

1

4)1(

43

52

43

22

2

22

2222

C
x

arctgxxC
t

arctgt

C
t

arctgz
t

arctg
z

dz

dzdtt

dttdz

tz

t

dt

t

dtt

dt
t

t
dt

t

t

dtdx

tx

xt

dx
x

x
dx

xx

x





















































 

Таким образом, 

  C
x

arctgxxxdx
xxx

xx










2

1

2

1
52ln

2

3
2ln2

)52)(2(

186 2

2

2

. 

 

4.4. Вычислить интеграл 



dx

xx

xx

22

3

)22(
. 

Решение. 

Квадратный трехчлен 222  xx  не имеет действительных корней, 

поэтому подынтегральная функция раскладывается в сумму простейших 

дробей вида 

22

2

22222

3

)22(

)22)((

)22(22)22(





















xx

DCxxxBAx

xx

DCx

xx

BAx

xx

xx

 

Приравняем числители исходной и последней дробей, раскроем скобки и 

приведем подобные слагаемые: 

DCxBBxBxAxAxAxxx  2222 2233 , 

)2()22()2( 233 DBxCBAxBAAxxx  . 

Приравняем коэффициенты при одинаковых степенях переменной x , 

составим систему уравнений: 





















02

122

02

1

DB

CBA

BA

A

     





















4

3

2

1

D

C

B

A
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Следовательно, 















dx

xx

x
dx

xx

x
dx

xx

xx

22222

3

)22(

43

22

2

)22(
. 

Вычислим каждый интеграл отдельно. 

.)1(3)22ln(
2

1

3)1ln(
2

1
3ln

2

1
3

2

1

2

1

2

1

1
3

11

3
1

1

1)1(

2

22

2

2

2

2

22222

Cxarctgxx

CarctgttCarctgtzarctgt
z

dz

dzdtt

tdtdz

tz

t

dt

t

dtt
dt

t

t

dtdx

tx

xt

dx
x

x
dx

xx

x













































 

 

     

   

     

 
.)1(

2

1

222

2

2

1

12

3

2

1

1212

3

2

1

12

1

2

3

12

1

)1(22

3

2

1

2

1

1

1

3

1

13
1

1

1)1(

43

)22(

43

2

222

2222

2

22

22222222

Cxarctg
xx

x

Carctgt
t

t
Carctgt

t

t

t
Carctgt

t

t

zt

dt

t

t

z

dz

dztdt

tdtdz

tz

t

dt

t

dtt
dt

t

t

dtdx

tx

xt

dx

x

x
dx

xx

x










































































 

Таким образом, исходный интеграл равен 

 
C

xx

x
xarctgxxdx

xx

xx












222

2
)1(

2

5
)22ln(

2

1

)22( 2

2

22

3

. 

 

Замечание. При вычислении второго интеграла была использована 

рекуррентная формула, приведенная в разделе 3. 
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В задачах 4.5 – 4.30  вычислить интегралы от рациональных дробей. 

 

4.5. 



dx

xx

x

)5)(2(

83
    4.6. 




dx

xx

x

)13)(1(

127
 

4.7. 



dx

xx

xx

34

105

2

2

    4.8. 
  




dx

xxx

x

34

722

 

4.9. 



dx

xx

x

2

3 1
     4.10. 




dx

xx

x

3

3 23
 

4.11. 



dx

xx

xx

2

35 1
    4.12. 




dx

xx

xx

3

49

2

35

 

4.13. 



dx

xx

xx

2

382

2

35

    4.14. 



dx

xxx

xxx

)2)(2(

8852 24

 

4.15. 
 )1()1( 2 xx

dx
    4.16. 

 24 xx

dx
 

4.17. 



dx

x

xxx

4

23

)2(

5116
   4.18. 

 



231 x

dx
 

4.19. 



dx

xx

xx

22

2

)1)(2(

72
   4.20. 

 41 x

dx
 

4.21. 
  

 xxx

dx

22 1
    4.22. 




dx

xxx

xxx

)1()1(

244

22

23

 

4.23. 



dx

xx

xxx

)4()2(

8863

22

23

   4.24. 



dx

xx

xxx

3

23

)2)(2(

6136
 

4.25. 



dx

x

xx

22

3

)2(

1
    4.26. 




dx

xx

x

22

2

)136(

125
 

4.27. 



dx

xxx

xx

)1)(1(

434

22

2

   4.28. 



dx

xxx

xxx

)22)(2(

643

22

23

 

4.29. 



dx

xx

xx

)2(

12

3

3

    4.30. dx
xx

xxx






3

23

)2(

8136
. 
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5 ИНТЕГРИРОВАНИЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 

 

1. Интегралы вида  dxxxR )cos,(sin , где R - рациональная функция, 

приводятся к интегралам от рациональных алгебраических функций с помощью 

универсальной тригонометрической подстановки 
2

x
tgt  . При этом 

2

2

2

2

2
2 1

1

2
1

2
1

cos,
1

2

2
1

2
2

sin
t

t

x
tg

x
tg

x
t

t

x
tg

x
tg

x
















 , 

21

2
,2

t

dt
dxarctgtx


 . 

 

Однако, универсальная подстановка часто приводит к сложным 

вычислениям. В некоторых случаях выражение )cos,(sin xxR  можно привести 

к рациональному виду с помощью других подстановок. 

1) Если )cos,(sin xxR  - нечетная функция относительно xsin , то 

интеграл рационализируется с помощью подстановки xt cos . 

2) Если  )cos,(sin xxR  - нечетная функция относительно xcos , то 

интеграл рационализируется с помощью подстановки xt sin . 

3) Если  )cos,(sin xxR  - четная функция относительно xsin  и xcos , то 

целесообразно пользоваться подстановкой tgxt  . 

 

5.1. Вычислить интегралы: 1) 
 x

dx

cos53
;     2) dx

x

x


 cos4

sin3

; 

3) 
 xxxx

dx
22 cos3cossin2sin

;   4)  dx
x

x
6

3

sin

cos
. 

 

Решение. 

1) Воспользуемся универсальной тригонометрической подстановкой 
2

x
tgt  , 

находим 
21

2
,2

t

dt
dxarctgtx


 , 

2

2

1

1
cos

t

t
x




 . Следовательно, 
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.

2
2

2
2ln

4

1

2

2
ln

4

1

2

2
ln

4

1

428
2

1

2

1

1
53

1

cos53 222

2

2

C
x

tg

x
tg

C
t

t

C
t

t

t

dt

t

dt

t

dt

t

tx

dx


































 

 

 

2) Подынтегральная функция нечетна относительно xsin , поэтому применим 

подстановку xt cos : 

.4cosln15cos4
2

cos

4ln154
24

15
4

4

1
)(

4

1

sin

sin

cos

sin
cos4

cos1
sin

cos4

sin

cos4

sin

2

222

223

Cxx
x

Ctt
t

dt
t

tdt
t

t
dt

t

t

dtxdx

xdxdt

xt

dxx
x

x
dxx

x

x
dx

x

x
















































 

 

3) Подынтегральная функция является четной относительно функций xsin  и 

xcos , поэтому воспользуемся подстановкой tgxt  . Разделив числитель и 

знаменатель дроби на x2cos , получим 

.
2

1

2

1

2

1

2

1

22

1

2

1

2)1(

32
cos

32

cos

cos3cossin2sin

22

2
2

2

2

22

C
tgx

arctg

C
t

arctgC
z

arctg
z

dz

dtdz

tz

t

dt

tt

dt

x

dx
dt

tgxt

tgxxtg

x

dx

xxxx

dx







































 

 

4) Применим в данном интеграле подстановку xt sin : 

.
sin3

1

sin5

1

3

1

5

111

1

cos

sin
cos

sin

sin1
cos

sin

cos

sin

cos

353546

6

2

6

2

6

2

6

3

C
xx

C
tt

dt
tt

dt
t

t

dxxdt

xt
dxx

x

x
dxx

x

x
dx

x

x


























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2. Интегралы вида   dxxx nm cossin , где m  и n  - целые числа. 

Рассмотрим следующие случаи: 

1) Один из показателей m  или n  - нечетное положительное число. В этом 

случае применяется подстановка xt cos  (если m  - нечетное) или xt sin  

(если n  - нечетное). 

2) Оба показателя m  иn  - четные неотрицательные числа. Тогда следует 

преобразовать подынтегральную функцию с помощью тригонометрических 

тождеств: 

2

2cos1
cos,

2

2cos1
sin,2sin

2

1
cossin 22 x

x
x

xxxx





 . 

3) Показатели  m  и n  - числа одинаковой четности (т.е. либо оба четные, 

либо оба нечетные), причем хотя бы один из них отрицателен. В этом случае 

следует применить подстановку tgxt   (или ctgxt  ).  

4) Показатели m  и n  - числа различной четности, причем нечетный 

показатель является отрицательным. Вычисление таких интегралов требует 

специальных приемов, которые мы рассмотрим ниже при решении конкретных 

примеров. 

 

5.2. Вычислить интегралы:   1) dxxx
42 cossin ;    2)  dx

x

x
6

2

cos

sin
;       

3) 
xx

dx

cossin3
;       4) 

x

dx
3sin

. 

 

Решение. 

1) Применяя формулы понижения степени, получим 

.2sin
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1
4sin
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1
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1

316

1
4sin

4

1

16

1
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1

2

1

8

1
4cos
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1
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1
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dttdxxdx
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
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2) Применим подстановку tgxt   и используем тригонометрическое тождество 




2

2

cos

1
1  tg . Тогда получим 

 

.
5353

)1(
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sin
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
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3) Применим подстановку ctgxt   и используем тригонометрические тождества 

ctgx
tgx

1
 ,  




2

2

sin

1
1  ctg . Тогда получим 

.
2
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2

ln
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sin
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1
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











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4) Введем в числителе основное тригонометрическое тождество 

1cossin 22    и разделим почленно числитель на знаменатель. Получим 

 

 


 dx
x

x

x

dx
dx

x

xx

x

dx
3

2

3

22

3 sin

cos

sinsin

cossin

sin
. 

 

Вычислим каждый из получившихся интегралов отдельно. В первом 

интеграле применим основное тригонометрическое тождество в числителе и 

тригонометрическое тождество  cossin22sin   в знаменателе. Имеем 








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
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.
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Во втором интеграле применим формулу интегрирования по частям. 

Имеем 

 

.
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Таким образом, исходный интеграл равен 

.
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sin
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
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3. Интегралы вида   dxnxmxdxnxmxdxnxmx sinsin,coscos,cossin  

вычисляются с использованием соответствующих тригонометрических 

тождеств: 

 )sin()sin(
2

1
cossin   , 

 )cos()cos(
2

1
coscos   , 

 )cos()cos(
2

1
sinsin   . 



26 

5.3. Вычислить интеграл  dxxxx 5cos3sin2sin . 

Решение. 

 

   

.10sin
40

1

4

1
4sin

16

1

6sin
24

1
10cos

4

1

4

1
4cos

4

1
6cos

4

1

2

10cos1

2

1

2

4cos6cos

2

1
5cos5coscos

2

1
5cos5coscos

2

1

5cos)32cos()32cos(
2

1
5cos3sin2sin

2

Cxxx

xdxxdxdxxxdxdx
x

dx
xx

dxxxxdxxxx

dxxxxxxdxxxx





















 

В задачах 5.4 – 5.41 вычислить интегралы от тригонометрических 

функций. 

5.4. 
 5cos3sin4 xx

dx
    5.5. 

 x

dx

sin54
 

5.6. 
 3sin2cos xx

dx
     5.7. 




dx

xx

x

)cos1(sin

sin1
 

5.8. 
 xx

dxx

sinsin

cos
2

3

     5.9. 
 xx

dxx
22 cos6sin

sin
 

5.10. 
 xx

dx
22 cos9sin

     5.11. 
 xx

dx
2cos32sin1

 

5.12. 


dx
x

xx

2cos

sinsin 3

     5.13. 



dx

tgx

tgx

1

1
 

5.14.  dxx5sin       5.15.  dx7cos  

5.16.  xdxx 2sin2cos 35     5.17.  dx
x

x
8

3

cos

sin
 

5.18.  dxx3cos4       5.19.  dxx6sin  

5.20.  dxxx 46 cossin      5.21.  dxxx 62 cossin  

5.22.  xdxtg4       5.23.  xdxctg5  

5.24. 
x

dx

2cos6
      5.25. 

x

dx
8sin

 

5.26. 
x

dxx

2sin

cos
6

2

      5.27.  dx
x

x
7

3

cos

sin
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5.28. 
xx

dx
42 cossin

     5.29. 
xx

dx

cossin5
 

5.30. 
x

dx
3cos

      5.31. 
xx

dx
34 cossin

 

5.32.  dxxx 7cos3sin      5.33.  dxxx 9sin2sin  

5.34.  dxxxx 8cos5cos3cos     5.35. dx
xx


3

2
cos

3
sin  

5.36.  







 dxxx cos

4
5sin


    5.37. 


dx

x

xx

2sin

cossin
 

5.38.    dxx
2

cos21      5.39.  dx
x

x
2

3

cos

sin
 

3.40.  x

dx

2sin
      5.41. 


dx

x

tgx

2sin

1
 

 

 

6 ИНТЕГРИРОВАНИЕ ИРРАЦИОНАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ 

 

1. Интеграл вида dx
dcx

bax
xR m

 
















, , где dcba ,,,  - некоторые числа 











d

b

c

a
; m  - натуральное число; R - рациональная функция от x  и m

dcx

bax




. 

Такой интеграл рационализируется подстановкой   m

dcx

bax
t




 . Возведем обе 

части равенства в степень m : 

dcx

bax
t m




 , откуда находим 

act

dtb
x

m

m




 . 

Тогда dt
act

bcadmt
dt

act

dtb
dx

m

m

m

m

2

1

)(

)(





























. 

 

6.1. Вычислить интеграл 







x

dx

x

x

11

1
. 
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Решение. 

Выполним подстановку 
x

x
t






1

1
, получим 

x

x
t






1

12 . Выразим отсюда 

переменную x : 

1

1
),1(1,1,1)1(

2

2
22222






t

t
xtxtxxttxxt ; 

   
2222

22

2

2

)1(

4

)1(

2112

1

1






























t

dtt
dt

t

tttt
dt

t

t
dx . 

Далее, имеем 

.
1

1
2

1

1
222

1
22

1

1
12

1

1)1(
2

1
2

1

1
1

)1(

4

11

1

2

22

2

2

2

2

2

22

C
x

x
arctg

x

x
Carctgtt

t

dt
dt

dt
tt

t

t

dtt

t

t

t

dtt

t
x

dx

x

x





















































 

  

6.2. Вычислить интеграл 
 3 xx

dx
. 

 

Решение. 

 Выполним подстановку 6 xt  , тогда 6tx  , dttdx 56 . Выразим x  и 

3 x  через переменную t : 

      3366
3

2
1

txxxx  ; 

      2266
2

3
13 txxxx  . 

Далее получим 

 

.1ln66

321ln66321ln6
23

6

1
616

1

1)1(
6

1
6

6

66

323
23

2
33

23

5

3

Cxx

xxCttttCtt
tt

t

dt
dtttdt

t

t

t

dtt

tt

dtt

xx

dx




































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2. Интеграл вида    dxcbxaxxR 2, , где cba ,,  - некоторые числа, 

0a ; R - рациональная функция от x  и cbxax 2 . Рассмотрим случаи: 

1) Трехчлен cbxax 2  имеет действительные корни 21, xx   21 xx   и 0a , 

тогда  

1

2
1

1

22
121

2 )(
)())((

xx

xxa
xx

xx

xx
xxaxxxxacbxax









 . 

В итоге получаем интеграл, рассмотренный в п.1. 

2) Трехчлен cbxax 2  имеет действительные корни 21 xx   (дискриминант 

0D ), тогда под знаком корня находится полный квадрат 

axxxxacbxax  1
2

1
2 )( . 

Поэтому исходный интеграл сводится к интегралу от рациональной функции, 

методы интегрирования которой изложены в разделе 4. 

3) Трехчлен cbxax 2  не имеет действительных корней (дискриминант 

0D ) и 0a . В этом случае интеграл рационализируется подстановкой 

Эйлера  xacbxaxt  2 . 

Если же в трехчлене cbxax 2  0a , а 0c , то следует применить 

другую подстановку Эйлера ctxcbxax 2 . 

4) В том случае, когда дискриминант квадратного трехчлена 0D , но D  не 

извлекается, интеграл рационализируется с помощью выделения полного 

квадрата из подкоренного выражения. Далее необходимо выполнить 

подстановку. 

 

6.3. Вычислить интеграл 
 34)2( 2 xxx

dx
. 

 

Решение. 

Поскольку дискриминант квадратного трехчлена 342  xx  

положителен, то разложим его на линейные множители по формуле:  

))(( 21
2 xxxxacbxax  , где 21, xx  - корни квадратного трехчлена. 

Имеем: 3,1,034 21
2  xxxx . Тогда 

)3)(1()3)(1(342 xxxxxx  . 
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1

3
1

1

3
)1()3)(1(34 22











x

x
x

x

x
xxxxx . Раскроем знак 

модуля в области определения подынтегральной функции. 

Рассмотрим функцию 
34)2(

1
)(

2 


xxx
xf . Область определения 

функции определяется системой неравенств: 









02

0342

x

xx
   








2

31

x

x
 

Значит, область определения подынтегральной функции )3;2()2;1()( fD . 

На этом множестве по определению модуля 11  xx . 

Таким образом, исходный интеграл сводится к интегралу вида 











1

3
)1)(2(34)2( 2

x

x
xx

dx

xxx

dx
. 

Выполним в этом интеграле подстановку 
1

3






x

x
t . Тогда 

1

32






x

x
t , 

выражая отсюда x , получим:  

1

3
2

2






t

t
x ,    

2222

22

2

2

)1(

4

)1(

2)3()1(2

1

3
































t

dtt
dt

t

tttt
dt

t

t
dx . 

Следовательно, 
























































t

t

t

t

t

t

dtt

x

x
xx

dx

xxx

dx

1
1

3
2

1

3

)1(

4

1

3
)1)(2(34)2(

2

2

2

2

22

2
 

 

C

x

x

x

x

C
t

t

t

dt

t

dt






















 

1
1

3

1
1

3

ln
1

1
ln

2

1
2

1
2

1
2

22
. 
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6.4. Вычислить интеграл 
 12 xxx

dx
. 

 

Решение. 

Дискриминант квадратного трехчлена 12  xx  отрицателен 

( 03D ), а старший коэффициент 0a , поэтому применим подстановку 

Эйлера: xxxt  12 . Выразим из этого равенства переменную x : 

12  xxxt , возводим в квадрат обе части равенства 

12 222  xxxtxt ,   xtt )12(12  , откуда находим 

12

12






t

t
x ; dt

t

tt
dt

t

ttt
dt

t

t
dx

2

2

2

22

)12(

)1(2

)12(

2)1()12(2

12

1






























 . 

Тогда исходный интеграл сводится к интегралу вида 








dt

tt

tt

xxx

dx
2

2

2 )12(

1
2

1
. 

Разложим подынтегральную функцию на простейшие дроби методом 

неопределенных коэффициентов. 

2

2

22

2

)12(

)12()12(

)12(12)12(

1
















tt

CttBttA

t

C

t

B

t

A

tt

tt
, 

 

.)4()24(1

;2441

;2)144(1

;)12()12(1

22

222

222

22

AtCBAtBAtt

CtBtBtAAtAttt

CtBtBtttAtt

CttBttAtt









 

 

Приравняем коэффициенты при соответствующих степенях переменной t  

и составим систему уравнений: 

















































2

3

2

3

1

3

32

1

1

14

124

C

B

A

CB

B

A

A

CBA

BA
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Следовательно,   
22

2

)12(

1

2

3

12

1

2

31

)12(

1











ttttt

tt
. В итоге для исходного 

интеграла имеем: 

.
2144

3

1122ln
2

3
1ln2

)12(2

3
12ln

2

3

ln2
)12(

3
12

32
)12(

1
2

1

2

22

22

2

2

C
xxx

xxxxxxC
t

t

t
t

dt

t

dt

t

dt
dt

tt

tt

xxx

dx
























 

 

 

6.5. Вычислить интеграл 
 163 2 xx

dx
 

 

Решение. 

Дискриминант квадратного трехчлена 024 D , но корень из 

дискриминанта не извлекается, поэтому выделим из квадратного трехчлена 

полный квадрат: 











3

2
)1(32)1(313)12(3163 2222 xxxxxx . 

Следовательно, 

.
3

2
)1(1ln

3

1

3

2
ln

3

1

3

23

11

3

2
)1(

3

1

3

2
)1(3

163

22

222
2

CxxCtt

t

dt

dxdt

xt

x

dx

x

dx

xx

dx
































 

6.6. Вычислить интеграл 



dx

xx

x

984

43

2
. 

 

Решение. 

Выделим в числителе производную квадратного трехчлена, стоящего в 

знаменателе под знаком корня: 

7)88(
2

1
43  xx . 

Тогда получим интеграл 
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

















984
7

984

88

2

1

984

7)88(
2

1

984

43

2222 xx

dx
dx

xx

x
dx

xx

x

dx
xx

x

 

Вычислим каждый из получившихся интегралов отдельно. В первом 

интеграле выполним подстановку: 

 

Cxx

Ctdtt
t

dt

dxxdt

xxt
dx

xx

x
















9842

2
)88(

984

984

88

2

2
12

2  

 

Во втором интеграле выделим полный квадрат под знаком корня и 

выполним подстановку: 
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3. Интегралы вида  

   dxxaxR 22, , 

   dxaxxR 22, , 

   dxaxxR 22,  

можно свести к интегралам от рациональных функций с помощью 

тригонометрических подстановок соответственно: 

tax sin  (или tax cos ); 

tgtax   (или ctgtax  ); 

t

a
x

cos
  (или 

t

a
x

sin
 ). 

  

6.7. Вычислить интегралы: 

1) 
 32 )4( x

dx
;     2) 


dx

x

x 162

;     3) 
 923 xx

dx
. 
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Решение. 

1) Воспользуемся подстановкой tx sin2 . Получим 
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2) Применим подстановку tgtx 4 . С учетом тождества 

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Теперь вернемся к переменной x . Имеем 
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Итак, 
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3) Воспользуемся подстановкой 
t

x
cos

3
 . В результате получим 
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Вернемся к переменной x : 
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Таким образом, 

C
x

x

x
Ctt

xx

dx
























 2

2

23

9

18

13
arccos

54

1
2sin

2

1

54

1

9
. 

 

В задачах 6.8 – 6.45  найти интегралы от иррациональных функций. 
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7 СМЕШАННЫЕ ЗАДАЧИ 

 

В задачах 7.1 – 7.50 вычислить неопределенные интегралы. 
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