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1 ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО ПОРЯДКА 

 

1.2 Основные понятия 

 

В математике и физике часто встречаются задачи, для решения которых 

требуется решить уравнение, содержащее не только неизвестную функцию и ее 

аргумент, но и производную неизвестной функции.  

Определение. Уравнение вида 

  

        0...,,,,,, )(  nyyyyyxF ,           (1.1) 

 

связывающее независимую переменную x, искомую функцию  xyy   и ее 

производные )(...,,,, nyyyy  , называется обыкновенным дифференциальным 

уравнением. Порядок старшей производной, входящей в дифференциальное 

уравнение, называется порядком дифференциального уравнения. 

 Например, уравнения   02  xxyy ,  01yy  будут 

дифференциальными уравнениями первого порядка; уравнения 

  0
3

 yyyx , 1 yy  будут дифференциальными уравнениями второго 

порядка; уравнение 052  xyy  имеет третий порядок. 

Определение. Функция  xy   называется решением 

дифференциального уравнения (1.1) на интервале  ba; , если при ее 

подстановке в это уравнение получается тождество, справедливое для всех x  из 

интервала  ba; . 

Определение. Уравнение   0,  yx , задающее в неявном виде решение 

дифференциального уравнения (1.1), называется интегралом 

дифференциального уравнения. График решения (интеграла) 

дифференциального уравнения называется интегральной кривой. 

Процесс нахождения решений дифференциального уравнения называется 

интегрированием дифференциального уравнения. Это название не случайно, 

так как нахождение решений обычно связано с процессом интегрирования. 

Поскольку процесс интегрирования функции приводит к появлению множества 

функций, то и решений любое дифференциальное уравнение тоже будет иметь 

множество. Основной задачей теории дифференциальных уравнений является 

отыскание всех решений данного дифференциального уравнения в заданной 

области (в явной или неявной форме). 
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1.2 Теорема существования и единственности решения задачи 

Коши для уравнения, разрешенного относительно производной 

 

В общем случае дифференциальное уравнение первого порядка имеет вид 

 

  0,, yyxF ,             (2.1) 

 

где x независимая переменная, y неизвестная искомая функция, 

F заданная функция трех переменных. Если из равенства (2) выразить явным 

образом производную y , получим уравнение вида 

 

   yxfy , .            (2.2) 

 

Уравнение (2.2) называется уравнением первого порядка, разрешенным 

относительно производной. Для уравнения вида (2.2) справедлива следующая 

теорема. 

 

 Теорема 2.1 (Коши). Пусть в уравнении (2.2) функция  yxf ,  

удовлетворяет двум условиям:  

1)  yxf ,  непрерывна в некоторой области D плоскости Oxy ;  

2) ее частная производная  yxf y ,  в области D ограничена.  

Тогда для любой точки   DyxM 000 ;  существует единственное решение 

 xy   уравнения (2.2), определенное в некотором интервале  ba; , 

содержащем точку 0x , и удовлетворяющее условию  00 xy  . 

 

Числа 00 , yx называются начальными значениями для решения 

 xy  , а условие  00 xy   – начальным условием решения. Задача 

нахождения решения  xy   дифференциального уравнения (2.2), 

удовлетворяющего начальному условию  00 xy  , называется задачей Коши. 

Поэтому теорему 2.1 называют теоремой существования и единственности 

решения задачи Коши. 

Геометрически задание начального условия означает, что на плоскости 

Oxy  задается точка  000 ; yxM , через которую проходит интегральная кривая. 

Согласно теореме 2.1, через каждую точку области D проходит, и притом 

единственная, интегральная кривая уравнения (2.2). Закрепляя значение 0x  и 

изменяя в некоторых пределах значение 0y  (так, чтобы точка  00 ; yx  
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принадлежала области D), для каждого числа 0y  будем получать свое решение. 

В результате, вся область D будет покрыта интегральными кривыми, которые 

нигде между собой не пересекаются (рис.1). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Таким образом, теорема 2.1 подтверждает предположение о том, что 

дифференциальное уравнение имеет множество решений и говорит о том, что 

эта совокупность решений зависит от произвольной постоянной. 

 

Определение. Общим решением дифференциального уравнения (2.2) в 

области D называется функция  Cxy , , которая удовлетворяет следующим 

двум условиям: 

1) при любом допустимом значении постоянной С она удовлетворяет 

уравнению (2.2);  

2) каково бы ни было начальное условие  00 xy   можно найти единственное 

значение 0С  такое, что функция   0,Cxy  удовлетворяет данному 

начальному условию.  

 

Уравнение   0,,  Cyx , задающее общее решение в неявном виде, 

называется общим интегралом уравнения. 

Замечание. Теорема 2.1 дает достаточные условия существования (1 

условие теоремы) и единственности (2 условие теоремы) решения задачи Коши. 

Поэтому возможно, что в точке  00 ; yx  условия теоремы 2.1 не выполняются, 

а решение  xyy   уравнения (3), удовлетворяющее условию  00 xyy  , 

существует и единственно.  

Решение (интеграл), в каждой точке которого выполняется условие 

единственности, называется частным решением. Очевидно, что любое частное 

решение (интеграл) получается из общего решения (интеграла) при конкретном 

значении постоянной C. 

Рис. 1 
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Общее решение не всегда описывает все множество решений 

дифференциального уравнения. Решение (интеграл)  xy  , в каждой точке 

которого нарушено условие единственности (т. е. через каждую точку 

интегральной кривой  xy   проходит еще хотя бы одна интегральная 

кривая), называется особым решением. Особое решение, очевидно, не входит в 

общее решение дифференциального уравнения. График особого решения 

называют особой интегральной кривой уравнения. 

 

 

1.3 Уравнения с разделяющимися переменными 

 

 Определение. Дифференциальное уравнение вида 

 

        01221  dyyxfdxyxf  ,                   (3.1) 

 

где функции        yyxfxf 2121 ,,,   - непрерывны, называется уравнением с 

разделяющимися переменными. 

Иначе говоря, уравнение с разделяющимися переменными, это 

уравнение, в котором коэффициенты при дифференциалах распадаются на 

множители, зависящие только от x и только от y . 

Перепишем уравнение (3.1) в виде  

 

       dxyxfdyyxf 2112   . 

 

Разделим обе части уравнения на произведение    yxf 22  : 

 

 
 

 
 

dx
xf

xf
dy

y

y

2

1

2

1 



.                    (3.2) 

  

В уравнении (3.2) переменные уже разделены: слева только функции и 

дифференциалы, зависящие от y , а справа – только от x . 

 Проинтегрируем теперь обе части уравнения (3.2): 

 

 
 

 
   dx
xf

xf
dy

y

y

2

1

2

1




. 

 



 8 

Пусть  y  - первообразная для функции 
 
 y

y

2

1




;  xF  - первообразная для 

функции   
 
 xf

xf

2

1 . Тогда с точностью до произвольной константы С  получим 

равенство 

         CxFy  .            (3.3) 

 

Равенство (3.3) представляет собой общее решение уравнения (3.1) в неявном 

виде (его общий  интеграл). Если в нем можно выразить y , приводим его к 

явному виду );( Cxyy  . 

Замечание 1. Деление    yxf 22   может привести к потере решений, 

обращающих в нуль это произведение. Поэтому, чтобы получить полное 

решение, необходимо рассмотреть корни уравнений     0,0 22  yxf  . 

Замечание 2. Разделение переменных в уравнении удобнее проводить 

поэтапно: 1) слагаемое с дифференциалом dy  оставляем в левой части 

уравнения, слагаемое с dx  переносим в правую часть; 2) разделение 

переменных начинаем с левой части уравнения – оставляем только функции, 

зависящие от переменной y , в правой части оставляем только функции 

переменной x ; 3) после интегрирования общую константу C  для двух 

интегралов записываем в правой части уравнения. 

 

Пример 3.1. Решить уравнение   012 2  dyxdxyx . 

 

Решение. 

Запишем уравнение в виде: 

  dxyxdyx 21 2  . 

Разделим переменные в уравнении: 

 

    01:21 22  xdxyxdyx , 

0:
1

2

2



 ydxy

x

x
dy , 

dx
x

x

y

dy

1

2

2 
 . 

 

Проинтегрируем теперь обе части уравнения: 
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 dx
x

x

y

dy

1

2

2
,       Ct

t

dt

xdxdt

xt
dyy 




 


ln

2

12
2

1

, 

Cx
y

 1ln

2

1

2
2

1

,      Cxy  1ln2 2 ,  

 Cxy  1ln
2

1 2 ,   Cxy
2

1
1ln 2  ,     

2
2

2

1
1ln 








 Cxy . 

Так как C – произвольная постоянная, то C
2

1
 можно переобозначить через C. 

Следовательно, общее решение уравнения будет иметь вид 

 

2
2 1ln 







  Cxy . 

 

Далее, при делении на  21 x  и y  могли быть потеряны решения. 

Поэтому необходимо рассмотреть уравнения: 

1) 1,01 2  xx  

Подстановкой в дифференциальное уравнение убеждаемся, что 1x  

являются решениями. Проверим, входят ли они в общий интеграл. Имеем 

 

Cxy  1ln2 2 , 

yC eex
22 1   , обозначим  0

~
 CeC . 

y
eCx

2~
1 . 

 

Решения 1x  могут быть включены в общее решение, если снять 

ограничение на C
~

. 

2) 0,0  yy  

Подставляя в исходное дифференциальное уравнение, убеждаемся, что 0y  

удовлетворяет дифференциальному уравнению и в общее решение (интеграл) 

не входит. Следовательно, это особое решение уравнения. 

Ответ: 
2

2 1ln 






  Cxy , 0y . 
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1.4 Однородные уравнения 

 

К уравнению с разделяющимися переменными всегда можно привести 

уравнения, которые получили название однородных. 

Определение. Функция  yxM ,  называется однородной измерения m 

(или однородной степени m ), если при любом 0t  справедливо равенство 

 

   yxMtytxtM m ,,  . 

 

Определение. Уравнение первого порядка  yxfy ,  называется 

однородным относительно x и y, если  yxf , однородная функция 

нулевого измерения. 

Покажем, как уравнение, однородное относительно x и y, можно привести 

к уравнению с разделяющимися переменными. 

По определению имеем    yxfytxtf ,,   для любого 0t . Положим 

в этом тождестве 
x

t
1

  и получим   









x

y
fyxf ,1, , т.е. однородная функция 

нулевого измерения зависит от отношения 
x

y
. Следовательно, 

дифференциальное уравнение  yxfy ,  можно записать в виде  

 











x

y
y  .             (4.1) 

 

Выполним замену переменной 
x

y
u  ,  тогда uxy  , xuxuy  , 

uxuy  . Подставляя эти выражения в (4.1), получим уравнение 

 

 uuxu  ,  или    uux
dx

du
 . 

 

Получили уравнение с разделяющимися переменными. Разделяя переменные, 

получим: 

 

  x

dx

uu

du



,    

   
 x

dx

uu

du


,   

 
Cx

uu

du


 ln


. 
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Подставив теперь вместо u  отношение 
x

y
, получим общий интеграл исходного 

уравнения. 

 

 Пример 4.1.   Найти общее решение уравнения 
yx

yx
y

2


 . 

Решение. 

Функция  
yx

yx
yxf

2
,




 - однородная нулевого измерения. Действительно,  

    0,,
22

, 0 








 myxft

yx

yx

tytx

tytx
ytxtf . 

 

Следовательно, заданное уравнение является однородным. 

Разделим числитель и знаменатель дроби на x , получим уравнение: 

x

y
x

y

y

21

1





 . 

Выполним замену переменной 
x

y
u  ,  тогда uxy  , xuxuy  , uxuy  . 

Подставляя в уравнение, получим 

u

u
uxu

21

1




 ,     u

u

u
x

dx

du







21

1
,    














 u

u

u
x

dx

du

21

1
,   

u

uu
x

dx

du

21

221 2




 . 

 

Разделяя переменные, получим уравнение: 

 

x

dx
du

uu

u






2221

21
. 

 

Интегрируем теперь обе части уравнения: 

 

 




x

dx
du

uu

u

2221

21
. 

 

Вычислим интеграл в левой части уравнения отдельно: 
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  1
2

1

2

2
221ln

2

1
ln

2

1

2

1

2

1
21

42

221

221

21
CuuCz

z

dz

dzduu

duudz

uuz

du
uu

u














 

Тогда для исходного уравнения имеем: 

 

  Cxuu  ln221ln
2

1 2 , 

  Cxuu 2ln2221ln 2  , 

  Cxuu 2ln221ln 22  , 

   Cxuu 2221ln 22  , 

  Cexuu 222221  , обозначим consteC C  2~
. 

  Cxuu
~

221 22  . 

 

Подставляя 
x

y
u  , получаем Cx

x

y

x

y ~
221 2

2

2















 , тогда общий 

интеграл уравнения имеет вид 

 

Cyxyx
~

22 22  . 

 

Потери решений в процессе интегрирования не произошло, так как 

0221 2  uu  для любого u , а 0x  не является решением уравнения. 

Ответ: Cyxyx
~

22 22  . 

 

Замечание. Некоторые однородные уравнения проще интегрируются с 

помощью подстановки 
y

x
u  , которая, как легко убедиться, также приводит 

однородное уравнение к уравнению с разделяющимися переменными.  
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1.5  Линейные уравнения первого порядка. Уравнения Бернулли 

 

Определение. Линейным дифференциальным уравнением первого 

порядка называется уравнение, которое может быть записано в виде 

 

        xcyxbyxa  ,            (5.1) 

 

где      xcxbxa ,,  - заданные непрерывные функции. 

 Если   0xc , то уравнение (5.1) называется однородным. Линейное 

однородное уравнение является уравнением с разделяющимися переменными 

(см. параграф 3). 

 Если   0xc , то уравнение (5.1) называется неоднородным. Рассмотрим 

один из методов решения линейных неоднородных уравнений первого порядка, 

который называется методом Бернулли. 

Будем искать решение уравнения (5.1) в виде произведения двух 

непрерывно дифференцируемых функций от x : 

 

          xvxuy  .            (5.2) 

 

Тогда vuvuy  , и, выполнив подстановку в уравнение (5.1), получим 

 

      xcuvxbvuvuxa  , 

        xcvxbvxauvuxa  .           (5.3) 

 

Подберем функцию  xvv   так, чтобы выражение в скобках в уравнении (5.3) 

обращалось в нуль, то есть 

 

    0 vxbvxa ,      vxb
dx

dv
xa  . 

 

Получили уравнение с разделяющимися переменными. Разделяя переменные, 

получим: 

 
 

dx
xa

xb

v

dv
 ,   

 
   dx
xa

xb

v

dv
,     CxPv ln . 
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Полагая 0C , находим функцию 
 xPev  . Подставим её теперь в уравнение 

(5.3) и найдем функцию  xuu  , полагая 
dx

du
u  : 

 

     xc
dx

du
exa xP  . 

 

Разделяя переменные и интегрируя, получим: 

 

 

   
dx

exa

xc
du

xP
 , 

 

     dx
exa

xc
du

xP
,  

 

   
Cdx

exa

xc
u

xP
  . 

 

Подставив найденные решения  xu  и  xv  в формулу (5.2), получим 

общее решение линейного неоднородного дифференциального уравнения (5.1): 

 

   

    












  Cdx

exa

xc
ey

xP

xP . 

 

Пример 5.1. Найти общее решение дифференциального уравнения 

x
x

y
y  . 

Решение. 

Полагаем    xvxuy  , тогда vuvuy  . Подставляя в уравнение, получим: 

x
x

uv
vuvu  , 

   x
x

v
vuvu 








 . (*) 

Подберем функцию  xvv   так, чтобы 0
x

v
v . Это уравнение с 

разделяющимися переменными. Разделяя переменные, получим: 

 

x

v

dx

dv
 ,   

x

dx

v

dv
 ,     

x

dx

v

dv
,    Cxv  lnln . 
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Полагая 0C , получим xv lnln  , xv  , откуда находим xv  . 

Подставим теперь найденную функцию xv   в уравнение (*), получим: 

 

xxu  ,     1
dx

du
,     dxdu  ,       dxdu ,     Cxu  . 

 

Таким образом,  Cxxuvy   - общее решение заданного по условию 

дифференциального уравнения. 

 

Определение. Уравнение, которое может быть записано в виде 

 

         nyxcyxbyxa  ,           (5.4) 

 

где      xcxbxa ,,  - заданные непрерывные функции; 1,0  nn , называется 

уравнением Бернулли. 

Уравнение Бернулли можно привести к линейному уравнению. Для 

этого достаточно обе части уравнения Бернулли разделить на ny , а затем 

выполнить  замену переменной 

nyz  1 . 

 

Замечание. Уравнение Бернулли при 0n  имеет решение 0y . Оно 

будет частным решением при 1n  (обычно входит в общее решение) и особым 

при 10  n . 

 

 

1.6  Уравнения в полных дифференциалах 

 

Определение. Уравнение вида 

 

    0,,  dyyxQdxyxP ,           (6.1) 

 

где левая часть представляет собой полный дифференциал некоторой функции 

 yxF ,  в некоторой области D , называется уравнением в полных 

дифференциалах. 

 

 Если уравнение (6.1) является уравнением в полных дифференциалах, то 

его можно записать следующим образом: 
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  0, yxdF . 

 

где  yxF ,  - такая функция, что  

 

     dyyxQdxyxPyxdF ,,,  .            (6.2) 

 

Отсюда следует, что общее решение уравнения (6.1) в неявном виде 

определяется уравнением 

  CyxF , , 

 

где С – произвольная постоянная. 

Таким образом, задача интегрирования дифференциального уравнения в 

полных дифференциалах фактически сводится к задаче отыскания функции 

двух переменных по ее полному дифференциалу. Помочь в этом может 

следующая теорема. 

 

Теорема. Пусть функции  yxP ,  и  yxQ ,  определены и непрерывны в 

области D  плоскости Oxy  и имеют в ней непрерывные частные 

производные 
y

P




 и 

x

Q




. Для того, чтобы выражение    dyyxQdxyxP ,,   

представляло собой полный дифференциал некоторой функции  yxF , , 

необходимо и достаточно, чтобы во всех точках области D  выполнялось 

условие 
x

Q

y

P









. 

 

 Таким образом, если выполняются условия теоремы и справедлива 

формула (6.2), то 

 

        yxQ
y

F
yxP

x

F
,,, 









.         (6.3) 

 

Интегрируя первое равенство (6.3)  по x , находим 

 

        yCdxyxPyxF   ,, ,          (6.4) 

 

где  yC  - произвольная функция от y .  
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Теперь подберем функцию  yC  так, чтобы выполнялось второе 

равенство (6.3). Для этого продифференцируем правую часть равенства (6.4) по 

y  и производную приравняем  yxQ , . 

 

      yxQyCdxyxP
y

,, 



 .           (6.5) 

 

Из полученного уравнения (6.5) определяем  yС   и находим функцию  yC , 

которую затем подставляем в равенство (6.4) и получаем искомую функцию 

 yxF , . 

 Чтобы выделить из общего решения частное, удовлетворяющее 

начальным условиям 00 , yyxx  , надо в общем решении   CyxF ,  

заменить переменные yx,  их начальными значениями 00 , yx , тогда 

 00 , yxFC   и    00 ,, yxFyxF   - искомое частное решение. 

 

Пример 6.1. Найти решение дифференциального уравнения 

    031 2  dyyxdxyx , удовлетворяющее начальным условиям 

0,1 00  yx . 

Решение. 

Пусть   1,  yxyxP ,   3, 2  yxyxQ , тогда   11 






yyx

y

P
, 

  13
'2 




xyx

x

Q
. Так как 

x

Q

y

P









, то     dyyxdxyx 31 2   - 

полный дифференциал некоторой функции  yxF , . Имеем 

 

           

 .
2

1,,

2

yCxxy
x

yCdxdxyxdxyCdxyxyCdxyxPyxF



 
 

 

Найдем функцию  yC , используя формулу (6.5): 

 

  3
2

2
2




















yxyCxxy

x

y
, 

  32  yxyCx , 
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  32  yyC ,    или  32  y
dy

dC
, откуда  dyydC 32  . 

Интегрируя, получим: 

   dyydC 32 , 

  1

3
2 3

3
3 Cy

y
dydyyyC   . 

 

Тогда искомая функция  yxF ,  имеет вид: 

 

  1

32

3
32

, Cy
y

xxy
x

yxF  . 

 

Данное по условию уравнение принимает вид   0, yxdF , а его общее решение 

определяется уравнением   2, CyxF  , или 

 

21

32

3
32

СCy
y

xxy
x

 . 

 

Умножим обе части равенства на 6, чтобы избавиться от дробей: 

 

21
32 66182663 CCyyxxyx  , 

 12
32 6182663 CCyyxxyx  . 

 

Полагая   3126 CCC   - произвольная постоянная, получаем уравнение, 

определяющее неявно общее решение исходного дифференциального 

уравнения 

3
32 182663 Сyyxxyx  . 

 

Найдем теперь значение постоянной 3С , подставив начальные условия в 

полученное решение: Имеем: 3
2 018021601613 С , откуда 

находим 93 С . Тогда искомое частное решение дифференциального 

уравнения определяется уравнением: 

 

9182663 32  yyxxyx . 
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2 ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ 
 

 2.1 Дифференциальные уравнения n-го порядка. Основные 
понятия и определения 
 

 Определение. Дифференциальными уравнениями высшего порядка 
называют уравнения порядка выше первого. В общем случае такие 
уравнения имеют вид 

   0...,,,,,  nyyyyxF ,            (1.1) 

где 1n . 

 

Функция F  может не зависеть от некоторых из аргументов 
 nyyyyx ...,,,,,  , но обязательно в уравнении (1.1) должна присутствовать 

производная n-го порядка. 

Если уравнение (1.1) может быть записано в виде 

 

        1...,,,,,  nn yyyyxfy ,           (1.2)  

 

то его называют уравнением, разрешенным относительно старшей 
производной. 

Также как и дифференциальные уравнения первого порядка, 

дифференциальные уравнения высших порядков имеют, вообще говоря, 

бесчисленное множество решений. Каждое из этих решений изображается на 

плоскости Oxy  некоторой кривой (интегральной кривой). Чтобы из этого 

множества решений выбрать определенное, надо задать n  условий, которым 

должно удовлетворять искомое решение. Обычно, задают значение искомой 

функции и всех ее производных до 1n  порядка включительно при некотором 

значении аргумента 0xx  : 

 

                  1
00

1
000000 ...,,,,

 
nn yxyyxyyxyyxy .         (1.3) 

 

Совокупность этих условий называется начальными условиями для 

дифференциального уравнения n -го порядка. 

Нахождение решения уравнения (1.1) или (1.2), удовлетворяющего 

заданным начальным условиям (1.3), называется решением задачи Коши для 

этого уравнения. Достаточные условия существования и единственности 

решения задачи Коши для уравнения, порядка n , разрешенного относительно 

старшей производной, дает следующая теорема. 

 

 Теорема (Коши). Пусть в уравнении (1.2) функция   1...,,,,,  nyyyyxf  

удовлетворяет двум условиям: 
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1) функция   1...,,,,,  nyyyyxf  непрерывна как функция  1n -ой 

переменной в некоторой области D  1n -мерного пространства; 

2) её частные производные по переменным  1...,,,,  nyyyy  в области D 

ограничены. 

Тогда для любой точки 
   Dyyyyx
n

 1
00000 ...,,,,,  существует 

единственное решение  xy   уравнения (1.2), определенное в некотором 

интервале  ba; , содержащем точку 0x , и удовлетворяющее начальным 

условиям (1.3). 

 

 Определение. Функция  nCCCxy ....,,,, 21 , зависящая от x и n  

произвольных постоянных nCCC ....,,, 21 , называется общим решением 

дифференциального уравнения (1.2) в некоторой области D существования 
и единственности решения задачи Коши, если она удовлетворяет 
следующим условиям: 
 1) при любых допустимых значениях постоянных nCCC ....,,, 21  она 

удовлетворяет уравнению (1.2); 
 2) каковы бы ни были начальные условия (1.3), можно так подобрать 

значения постоянных nССС 0
2
0

1
0 ....,,, , что решение  nСССxy 0

2
0

1
0 ....,,,,  

будет удовлетворять заданным начальным условиям (1.3). 

 

Уравнение   0...,,,,, 21  nCCCyx , задающее общее решение в неявном 

виде, называется общим интегралом уравнения.  

Решение (интеграл) дифференциального уравнения (1.2) называется 

частным, если в каждой его точке сохраняется единственность решения задачи 

Коши. Любое частное решение (интеграл) получается из общего решения 

(интеграла) при конкретных значениях постоянных nCCC ...,,, 21 .  

Решение (интеграл) дифференциального уравнения (1.2), в каждой точке 

которого нарушено условие единственности, называется особым. Очевидно, 

что особое решение не может быть получено из общего решения. Оно будет 

среди тех решений, которые «теряются» в процессе преобразований. 

 

 

2.2 Дифференциальные уравнения, допускающие понижения 
порядка 
 

Одним из основных методов, применяемых при интегрировании 

дифференциальных уравнений высших порядков, является понижение порядка 

уравнения. Мы рассмотрим несколько типов уравнений, которые можно 

проинтегрировать подобным образом. 
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1. Дифференциальные уравнения, не содержащие явным образом 

переменную y :    0...,,,,  nyyyxf . 

Введем новую функцию вида   yxz  , тогда     yxzyxz  ,  и т.д. 

Таким образом, порядок исходного уравнения можно понизить на единицу. 

 

Пример 2.1. Найти общее решение уравнения x
x

y
y 


 3 . 

Решение 

 

 Пусть   yxz  , тогда   yxz  . Подставляем в исходное уравнение, 

получим линейное дифференциальное уравнение первого порядка: 

 

x
x

z
z  3 . 

 

Будем искать его решение в виде vuz  , где    xvvxuu  , , тогда 

vuvuz  . Имеем: 

 

xuv
x

vuvu 
3

,   xv
x

vuvu 









3
,  (*) 

 

Подберем функцию  xvv   так, чтобы 0
3

 v
x

v . Это уравнение с 

разделяющимися переменными. Разделяя переменные и интегрируя, находим: 

 

Cxv
x

dx

v

dv

x

dx

v

dv
v

xdx

dv
  ln3ln,3,3,

3
. 

 

Полагая 0C , получим: ,,lnln,ln3ln 33 xvxvxv   откуда 
3xv  . 

Подставляем найденную функцию 
3xv   в уравнение (*): 

 

122

223 1
,,,1,1, C

x
u

x

dx
du

x

dx
dux

dx

du
xuxxu   . 

 

Тогда функция 
3

1
23

1
1

xCxxC
x

uvz 







 . С учетом того, что 

  yxz  , получаем дифференциальное уравнение: 

 

 dxxCxdyxCx
dx

dy
xCxy 3

1
23

1
23

1
2 ,,  . 
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Интегрируя обе части полученного уравнения, находим общее решение 

исходного уравнения второго порядка: 

    dxxCdxxydxxCxdy 3
1

23
1

2 , , 

2

4

1

3

43
C

x
C

x
y  , где 21,CC произвольные постоянные. 

 

 2. Дифференциальные уравнения, не содержащие явным образом 

переменную x :    0...,,,,  nyyyyf . 

Введем новую функцию   yyp  . Тогда   

 

ppy
dy

dp

dx

dy

dy

dp

dx

dp

dx

yd
y 

2

2

, 

  ppppp
dy

dp
p

dy

pd

dx

dy
p

dy

dp

dy

d
p

dy

dp

dx

d
y 
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2

2

   и т.д. 

 

Подставляя выражения для производных в исходное уравнение, получим 

дифференциальное уравнение первого порядка относительно p  как функции 

переменной y . 

 

Пример 2.2. Найти общее решение уравнения 02 2  yyy . 

 

Решение. 

 Полагая   yyp  , ppy  , где  ypp  , получим уравнение 

 

02 2  pppy , 02 







 p

dy

dp
yp , 

откуда находим, что  

1) 0p , 0y , constCy  ; 

2) 02  p
dy

dp
y , p

dy

dp
y 2 , 

y

dy

p

dp 2
 ,   

y

dy

p

dp
2 ,  Cyp  ln2ln . 

Положим для удобства constCC  1ln . Тогда  

 

1lnln2ln Cyp  ,      2
1lnln yCp  ,    

2
1

2
1 , yCpyCp  . 

 

Учитывая, что yp  , получаем уравнение: 

 

211212

2
1

2
1

1
,,,, CxC

y
dxC

y

dy
dxC

y

dy
yC

dx

dy
yCy   , 
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или   
21

1

CxC
y


 - общее решение заданного дифференциального уравнения.  

Решение, полученное в пункте 1, содержится в общем решении исходного 

уравнения при 01 С . 

 

 

2.3 Понятие комплексного числа 
 

Комплексные числа возникли при решении алгебраических уравнений. 

Математики не могли согласиться с тем, что уравнение 012 z  имеет 

решение, а уравнение 012 z  – нет. Поскольку среди действительных чисел 

нет ни одного, квадрат которого бы равнялся −1, то договорились, что таким 

свойством будет обладать символ i , т.е. 12 i . Поэтому уравнение 012 z  

имеет два решения: iz   и iz  , как и обычное квадратное уравнение. Так 

появились сначала в математической среде, а потом и в технических науках 

комплексные числа. В настоящее время раздел комплексного анализа – 

современная ветвь математики, широко развитая, которая находит применение 

во многих инженерных дисциплинах. 

 

Определение.   Комплексным числом называется число вида 

 

biaz  ,             (3.1) 

 

где za Re  − действительная часть комплексного числа z ; zb Im  − 

мнимая часть комплексного числа  z ; Rba , ; i − мнимая единица. 

 

Множество всех комплексных чисел обозначается C. Формула (3.1) 

называется также алгебраической формой записи комплексного числа. 

Примеры комплексных чисел: i32  ,   i5 ,   i1 . 

Если 0b , комплексное число превращается в действительное: bz  . 

Поэтому множество действительных чисел является подмножеством 

комплексных чисел: CR  . Комплексное число, у которого 0,0  ab , 

называется чисто мнимым. Комплексный нуль – это i 00 , но пишут и 

просто 0.  

Два комплексных числа ibaz 111   и ibaz 222   считаются равными, 

если равны их действительные и мнимые части: 21 aa  , 21 bb  . Неравенства 

для комплексных чисел смысла не имеют. 
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Если действительные части двух комплексных чисел одинаковы, а 

мнимые части отличаются только знаком, то такие числа называются 

комплексно-сопряженными. Обозначают число, комплексно-сопряженное к 

числу (3.1) , следующим образом: biaz  . Например, для комплексного 

числа iz 85   комплексно-сопряженным будет число iz 85  . 

 

Пример 3.1. Найти корни квадратного уравнения 092 x . 

 

Решение 

92 x , 

ix 3919191  , 

ix 3919192  . 

 

Пример 3.2. Найти корни квадратного уравнения 0842  xx . 

 

Решение 

Находим дискриминант: 01632168141642  acbD , 

значит, действительных корней это уравнение не имеет, но будут комплексные 

корни, определяем их по формулам корней: 

 

i
i

a

Db
x 22

2

44

2

1614

2

164

2
1 











 ; 

i
i

a

Db
x 22

2

44

2

1614

2

164

2
2 











 . 

 

Очевидно, что решениями уравнения являются два комплексно-

сопряженных числа. 

 

 

2.4 Линейные однородные дифференциальные уравнения 
второго порядка с постоянными коэффициентами 
 

Определение. Линейным однородным дифференциальным уравнением 
второго порядка с постоянными коэффициентами называется уравнение 
вида 

   0 cyybya ,             (4.1) 

 

где 0,,,  aRcba . 
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Класс однородных уравнений с постоянными коэффициентами 

замечателен тем, что для него нахождение фундаментальной системы решений 

сводится к решению алгебраического уравнения n -й степени. 

Общим решением дифференциального уравнения (4.1) является функция 

вида 

     xyCxyCxy 2211  ,            (4.2) 

 

где    xyxy 21 ,  - фундаментальная система решений уравнения (4.1), 

21,CC произвольные постоянные. 

 

Определение. Фундаментальной системой решений называется 
всякая система линейно независимых решений, содержащая столько 
функций, каков порядок дифференциального уравнения. 

 

Определение. Функции    xyxy 21 ,  называются линейно зависимыми 

на интервале  ba; , если существуют постоянные числа 0,0 21   , 

такие что     02211  xyxy   для любых  bax ; . Если же указанное 

тождество выполняется только в случае, когда 021   , то функции 

   xyxy 21 ,  называются линейно независимыми на интервале  ba; . 

 

 Кратко критерий линейной независимости может быть сформулирован 

следующим образом: функции    xyxy 21 ,  являются линейно независимыми, 

если определитель Вронского (вронскиан) 
 

    
   

   xyxy

xyxy
xyxyW

21

21
21 ,


  

 

отличен от нуля для любых  bax ; . В противном случае функции 

   xyxy 21 ,  линейно зависимы. 

 

Вид уравнения (4.1) наводит на мысль, что решения этого уравнения 

следует искать, прежде всего, среди таких функций, производные которых 

«похожи» на сами функции. Среди элементарных функций таким свойством 

обладает показательная функция. Поэтому решения уравнения (4.1) будем 

искать в виде 
kxey  ,              (4.3) 

 

где k неизвестная постоянная, которую нужно выбрать так, чтобы функция 

(4.3) обращала уравнение (4.1) в тождество. 

 Для функции (4.3) имеем:   
kxkx ekykey 2,  . Подставим эти 

производные в уравнение (4.1), получим: 
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  02  cbkakekx . 

 

Поскольку 0kxe , то решение (4.2) удовлетворяет уравнению (4.1), если  

 

    02  cbkak .           (4.4) 

 

Уравнение (4.4) называется характеристическим уравнением для 

дифференциального уравнения (4.1), многочлен cbkak 2  - 

характеристическим многочленом. 

 В зависимости от корней характеристического уравнения (4.4) выделяют 

следующие фундаментальные системы решений и вид общего решения 

дифференциального уравнения (4.1) (см. табл.1). 

Таблица 1 

№ 

Корни 

характеристического 

уравнения 

Фундаментальная 

система решений 

Общее решение 

дифференциального  

уравнения 

1 
21,kk -два различных 

действительных 

корня, 21 kk   

  xk
exy 1

1  , 

  xk
exy 2

2   

xkxk
eCeCy 2

2
1

1   

2 

k - единственный 

действительный 

корень, 21 kkk   

  kxexy 1 , 

  kxxexy 2  

kxkx xeCeCy 21   

3 

21,kk - комплексно-

сопряженные корни, 

ik  1 , 

ik  2  

  xexy x  cos1   

  xexy x  sin2   
 xCxCey x  sincos 21   

 

 Пример 4.1. Найти общее решение уравнения 011  yy . 

 

Решение 

Составим и решим характеристическое уравнение. В нашем случае 

0,11,1  cba , тогда получим: 

 

0112  kk ,    011 kk , 

11,0 21  kk  

 

Получили два различных действительных корня, согласно таблице 1 

записываем общее решение исходного дифференциального уравнения 

 
xxx eCCeCeCy 11

21
11

2
0

1  
. 
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Пример 4.2. Найти решение задачи Коши: 044  yy ,   00 y , 

  10 y . 

Решение 

Составим и решим характеристическое уравнение. В нашем случае 

4,4,1  cba , тогда получим: 

 

0442  kk ,   

  04144
2

D ,  221  kk . 

 

Согласно таблице 1, общее решение дифференциального уравнения имеет вид 

 
xx xeCeCy 2

2
2

1  . 

 

Найдем значения констант 21,CC . Для этого подставим в найденное решение 

начальные условия: 

 

  00 y , xx eCeC   0
2

0
1 00 ,   01 C ; 

   xxxxx xeeCeCxeCeCy 22
2

2
1

2
2

2
1 22 


 , 

  10 y ,  xxx eeCeC   00
2

0
1 0221 ,    12 21 CC . 

 

В итоге получаем систему уравнений для нахождения констант 21,CC : 

 

















.1

,0

;12

,0

2

1

21

1

C

C

CC

C
 

 

Таким образом, решением задачи Коши является функция xxey 2 . 

 

Пример 4.3. Найти общее решение уравнения 0372  yyy . 

 

Решение 

Составим и решим характеристическое уравнение. В нашем случае 

37,2,1  cba , тогда получим: 

 

03722  kk ,   

  144148437142
2

D ,   

i
i

k 61
2

122

2

14412

2

1442
1 








 , 

i
i

k 61
2

122

2

14412

2

1442
2 








 . 
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Согласно таблице 1, при 6,1    получим общее решение исходного 

дифференциального уравнения 

 

 xCxCey x 6sin6cos 21  . 

 

 2.5  Линейные неоднородные дифференциальные уравнения 
второго порядка с постоянными коэффициентами 
 

Определение. Линейным неоднородным дифференциальным 
уравнением второго порядка с постоянными коэффициентами называется 
уравнение вида 

    xfcyybya  ,             (5.1) 

 

где 0,,,  aRcba ,  xf  - некоторая функция. 

 

 Рассмотрим один из наиболее простых методов решения линейных 

неоднородных дифференциальных уравнений второго порядка – метод 
неопределенных коэффициентов. При этом правая часть уравнения, функция 

 xf , должна иметь определенный специальный вид. 

 

 Теорема (о структуре общего решения линейного неоднородного 
уравнения). Общее решение линейного неоднородного уравнения второго 
порядка (5.1) равно сумме общего решения однy  соответствующего 

однородного уравнения 0 cyybya  и какого-нибудь частного решения 

частy  неоднородного уравнения (5.1), т.е.  

 
       частодн yyxy  .            (5.2) 

 

Метод отыскания общего решения линейного однородного уравнения 

однy  подробно изложен в предыдущем параграфе. Рассмотрим метод отыскания 

частного решения неоднородного уравнения (5.1) частy  по специальному виду 

правой части  xf . 

Рассмотрим случаи: 

1. Пусть    xPxf  , где  xP - некоторый многочлен. Тогда если: 

а) 0  - не корень характеристического уравнения, то частное решение 

неоднородного уравнения (5.1) частy  будем искать в виде 

 

 xQyчаст  ,             (5.3) 

 

где  xQ  - многочлен той же степени, что и  xP , но с неизвестными 

коэффициентами. 
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б) 0  - корень характеристического уравнения кратности 1m , то 

частное решение неоднородного уравнения (5.1) частy  будем искать в виде 

 

 xQxyчаст  .            (5.4) 

 

2. Пусть     xexPxf  , где  xP - некоторый многочлен, 0 . Тогда 

если: 

а)   - не корень характеристического уравнения, то частное решение 

неоднородного уравнения (5.1) частy  будем искать в виде 

 

  x
част exQy  ,            (5.5) 

 

где  xQ  - многочлен той же степени, что и  xP , но с неизвестными 

коэффициентами. 

б)   - корень характеристического уравнения кратности 2,1m , то 

частное решение неоднородного уравнения (5.1) частy  будем искать в виде 

 

          xm
част exQxy  .           (5.6) 

 

 3. Пусть       xxPxxPexf x  sincos 21  , где    xPxP 21 ,  - 

некоторые многочлены, R, . Тогда если:  

а)   i  - не корень характеристического уравнения, то частное 

решение неоднородного уравнения (5.1) частy  будем искать в виде 

 

     xxQxxQey x
част  sincos 21  ,           (5.7) 

 

где    xQxQ 21 ,  - многочлены той же степени, что и    xPxP 21 ,  

соответственно, но с неизвестными коэффициентами. 

б)   i - корень характеристического уравнения кратности 1m , то 

частное решение неоднородного уравнения (5.1) частy  будем искать в виде 

 

             xxQxxQexy x
част  sincos 21  .          (5.8) 

 

 Пример 5.1. Решить дифференциальное уравнение 
xeyyy 2386  . 

 

Решение 

Будем искать решение данного уравнения в виде   частодн yyxy  . 

Рассмотрим соответствующее однородное уравнение 086  yyy . 

Составим характеристическое уравнение. Так как 8,6,1  cba , то 

характеристическое уравнение имеет вид: 
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0862  kk ,  4323681436 D , 

2
2

4

2

46
,4

2

8

2

46
21 





 kk . 

 

Тогда xx
одн eCeCy 2

2
4

1  - общее решение однородного уравнения.  

 Рассмотрим правую часть уравнения:   xexf 23 . Вид правой части 

соответствует случаю 2 при   3,2  xP  (в данном случае многочлен  xP  

является числом). Так как 2  - корень характеристического уравнения 

кратности 1m , то частное решение частy   будем искать по формуле (5.6) в 

виде  
x

част Aexy 2 , 

 

где   AxQ   - многочлен той же степени, что и  xP ; поскольку  xP  - это 

число, то и  xQ  тоже представляет собой число, пока неизвестное. 

 Чтобы найти значение А, подставим решение частy  в исходное уравнение. 

Для этого найдем его первую и вторую производные: 

 

     AxAexeeAexexAy xxxxx
част 22 22222 







 
 ; 

       

   .44242

22222

22

2222

AxAeAAxAe

AeAxAeAxAeAxAey

xx

xxxx
част










 

 

Подставим частчастчаст yyy ,,   в исходное уравнение, получим: 

 

    xxxx eAxeAxAeAxAe 2222 382644  , 

  xx eAxAxAAxAe 22 3812644  . 

 

Разделим обе части последнего уравнения на 02 xe , получим 

 

2

3
,32  AA . 

 

Значит, частное решение имеет вид x
част xey 2

2

3
 .  

 Таким образом, общее решение данного неоднородного уравнения имеет 

вид: 

xxx xeeCeCy 22
2

4
1

2

3
 . 
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ПРАКТИКУМ ПО ТЕМЕ «ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ» 
 

1 Дифференциальные уравнения первого порядка 
 

Задача 1.  Решить уравнение xyyxy 22  . 

 

Решение. 

 Преобразуем исходное уравнение: 

 

xyyxy 22  ,    xxy
dx

dy
22  . 

 

Полученное уравнение является уравнением с разделяющимися 

переменными. Разделим переменные. Для этого сначала умножим обе части 

уравнения на 0dx : 

 dxxxydy 22  . 

 

Теперь разделим обе части уравнения на 0y : 

 

 dxxx
y

dy
22  . 

 

Проинтегрируем обе части полученного уравнения: 

 

   dxxx
y

dy
22 ,        xdxdxxy 2ln 2 , 

Cx
x

y  2
3

3
ln , откуда 

Cx
x

ey




2

3

3

. 

 

Раскрывая модуль и применяя свойства степени, получим общее решение 

исходного уравнения: 

 

2

3

3
x

x

C eey


 ,  обозначим consteC C 1 , 

2

3

3

1

x
x

eCy


 . 

 

Рассмотрим отдельно случай 0y . Подстановка в уравнение показывает, 

что 0y  также является решением исходного дифференциального уравнения. 
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Однако, заметим, что оно формально получается из решения 

2

3

3

1

x
x

eCy


  при 

01 С , поэтому не является особым. 

 
Задача 2.  Найти частное решение дифференциального уравнения, 

удовлетворяющее заданному начальному условию: 

    18,011 22  ydyxyxydx . 

 

Решение 

 Данное дифференциальное уравнение является уравнением с 

разделяющимися переменными. Запишем уравнение в виде: 

 

  xydxdyxy  22 11 . 

 

Разделим переменные, для этого разделим обе части уравнения на 

01 2  x : 

 
2

2

1
1

x

xydx
dyy


 . 

 

Разделим теперь обе части уравнения на 0y : 

 

2

2

1

1

x

xdx
dy

y

y





. 

 

Проинтегрируем обе части последнего уравнения: 

 














21

1

x

xdx
dyy

y
, 

  








t

dt

dtxdx

xdxdt

xt

ydy
y

dy 2

1

2

1

2

1 2

, 

Ct
y

y  2
2

1

2
ln

2

,   Cx
y

y  2
2

1
2

ln . 

 

При разделении переменных мы полагали, что 0y , что могло привести 

к потере решений. Рассмотри отдельно случай, когда 0у . Подстановка в 

исходное уравнение дает, что 0у  является решением данного 
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дифференциального уравнения. Однако заметим, что оно не может быть 

получено из общего интеграла ни при каком частном значении произвольной 

постоянной С. Следовательно, 0у  - особое решение уравнения. 

 Далее подставим в общий интеграл начальное условие   18 y : 

C 81
2

1
1ln , откуда находим 

2

7
C . 

 

  Таким образом, искомый частный интеграл имеет вид: 

 

2

7
1

2
ln 2

2

 x
y

y . 

 

Задача 3.  Найти общий интеграл уравнения 
x

y
xyyx 2cos . 

 

Решение 

Преобразуем уравнение к виду: 
x

y

x

y
y 2cos . Это однородное 

уравнение первого порядка. Выполним подстановку 
x

y
u  , тогда uxy  , 

uxuy  . Получим: 

uuuxu 2cos ,    ux
dx

du 2cos . 

 

Разделим переменные в этом уравнении: 

 

x

dx

u

du


2cos
. 

 

Проинтегрируем обе части равенства: 

 

 
x

dx

u

du
2cos

,  Cxtgu  ln . 

 

Тогда общий интеграл дифференциального уравнения имеет вид: 

 

Cx
x

y
tg  ln . 

В процессе решения мы делили уравнение на u2cos , что могло привести 

к потере решений. Рассмотрим случай 0cos u , тогда nu 



2
, Zn , или 
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Znnxy 







 ,

2



. Это особые решения, т.к. они не входят в общий интеграл 

ни при каком значении постоянной С. 

 

 

Задача 4. Найти общий интеграл уравнения     02 22  dyxyxdxyxy . 

 

Решение 

Разрешим данное уравнение относительно производной: 

 

   dxyxydyxyx 222  ,   

xyx

yxy

dx

dy






2

2

2
. 

 

Поделив числитель и знаменатель правой части уравнения на 2x , получим: 

 

x

y

x

y

x

y

y















2

2

. 

 

Следовательно, данное по условию уравнение является однородным.  

Введем теперь новую функцию 
x

y
u  , тогда uxy  , uxuy  . 

Получим: 

u

uu
uxu






2

2

,   u
u

uu
xu 






2

2

,   
u

u
xu






2
,   

u

u
x

dx

du




2
. 

 

Разделим переменные в последнем уравнении: 

 

x

dx
du

u

u


2
. 

 

Проинтегрируем обе части равенства: 

 

 


x

dx
du

u

u2
, 

Cxdudu
u

  ln
1

2 , 

Cxuu  lnln2 , 
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Cxuu  lnln 2 . 

Таким образом, общий интеграл данного дифференциального уравнения 

имеет вид: 

Cx
x

y

x

y









lnln

2

. 

 

 При разделении переменных мы делили на 0u . Рассмотрим случай, 

когда 0u , тогда 0y . Подстановкой в исходное уравнение можно убедиться, 

что 0y  является решением дифференциального уравнения; это особое 

решение данного уравнения. 

 

Задача 5. Найти решение задачи Коши: 
2

22

1

ln2
ln

x

xx
yxxy


 ,   0ey . 

 

Решение 

Нам задано линейное уравнение первого порядка. Будем искать общее 

решение уравнения в виде uvy  , тогда vuvuy  . Подставляя в уравнение, 

получим: 

 
2

22

1

ln2
ln

x

xx
uvvuvuxx


 , 

 
2

22

1

ln2
lnln

x

xx
vvxxuvuxx


 .    (*) 

 

Подберем функцию  xvv   так, чтобы 0ln  vvxx . Это уравнение с 

разделяющимися переменными: 

 

vvxx ln ,  v
dx

dv
xx ln ,  

xx

dx

v

dv

ln
 . 

 

Проинтегрируем обе части последнего уравнения: 

 

 
xx

dx

v

dv

ln
,    CxCt

t

dt

x

dx
dt

xt

v 




  lnlnln

ln

ln . 

 

Полагая 0C , находим xv ln , или xv ln . 

 Подставим функцию xv ln  в уравнение (*), получим: 

2

22
2

1

ln2
ln

x

xx
uxx


 ,    

21

2

x

x
u


 ,    

21

2

x

x

dx

du


 ,   dx

x

x
du

21

2


 . 

Интегрируя, находим 
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 dx
x

x
du

21

2
, 

  CxCt
t

dt

xdxdt

xt
u 




 

2
2

1lnln
2

1
. 

 

Следовательно, общее решение исходного дифференциального уравнения 

имеет вид 

   xCxу ln1ln 2  . 

 

Для отыскания решения задачи Коши подставим в общее решение 

начальное условие   0ey . Получим: 

 

   eCe ln1ln0 2  ,   21ln eC  . 

 

Таким образом, решение задачи Коши имеет вид 

 

     xexу ln1ln1ln 22  ,   или x
e

x
y ln

1

1
ln

2

2




 . 

 

 

Задача 6.  Найти общий интеграл уравнения: 

  02sin8cos2 232  dyyxyydxx . 

 

Решение. 

Здесь     yxyyxQyxyxP 2sin8,,cos2, 232  . Находим частные 

производные: 

 

  yxyyx
y

P
2sin2sincos22 




;    yx

x

Q
2sin2




. 

 

Так как 
x

Q

y

P









, то данное уравнение является уравнением в полных 

дифференциалах, и левая часть исходного уравнения представляет собой 

полный дифференциал некоторой функции  yxF , . Имеем 

 

           

   .cos
2

cos2

cos2cos2,,

22
2

2

22

yCyxyC
x

y

yCxdxyyCdxyxyCdxyxPyxF



 
 

Найдем функцию  yC : 
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    yxyyCyx
y

2sin8cos 2322 



, 

  yxyyCyyx 2sin8sincos2 232  , 

  yxyyCyx 2sin82sin 232  , 

  38 yyC  ,   

 или 38 y
dy

dC
 ,    dyydC 38 . 

Интегрируя, получим: 

  dyydC 38 , 

  1
3 4

1

3

4

3

1

6

3

4
88 CyC

y
dyyyC   . 

 

Тогда искомая функция  yxF ,  имеет вид: 

 

  1
3 422 6cos, CyyxyxF  . 

 

Данное по условию уравнение принимает вид   0, yxdF , а его общее 

решение определяется уравнением   2, CyxF  , или 

 

21
3 422 6cos CCyyx  , 

12
3 422 6cos CCyyx  . 

 

Полагая 312 CCC   - произвольная постоянная, получаем уравнение, 

определяющее неявно общее решение исходного дифференциального 

уравнения 

3
3 422 6cos Cyyx  . 

 

2 Дифференциальные уравнения второго порядка 
 

Задача 7.  Решить уравнение 
x

y
yyx


 ln . 
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Решение 

 Данное уравнение не содержит явным образом функцию у . Положим 

yp  , где  xpp  , тогда yp  , и уравнение примет вид 

 

x

p
ppx ln ,   

x

p

x

p
p ln . 

 

 Таким образом, мы получили однородное уравнение первого порядка. 

Для его решения воспользуемся подстановкой uxp
x

p
u  , , тогда 

uxup  . После подстановки получаем: 

 

uuuxu ln ,   uuuxu  ln ,    1ln  uuxu . 

 

Разделяем переменные: 

 

 1ln  uux
dx

du
,  

  x

dx

uu

du


1ln
. 

 

Интегрируя, получаем: 

 

   
 x

dx

uu

du

1ln
, 

 
Cxut

t

dt

u

du
dt

ut

uu

du







  ln1lnlnln

1ln

1ln
. 

 

Полагая для удобства 1lnCC  , получим 

 

1lnln1lnln Cxu  , xCu 1ln1lnln  ,  откуда xCu 11ln  , 

11 


xC
eu . 

 

Возвращаясь к переменной y , получаем: 

 

dxxedyxe
dx

dy
xeyxepe

x

p xCxCxCxCxC 1111111111 ,,,,


 . 

Интегрируя по частям, находим общее решение исходного уравнения: 
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.
11

11

1

,

,

2
11

2
1

11

1

11

1

11

1
11

1

11

11

11

Ce
C

xe
C

dxe
C

xe
C

e
C

dxev

dxdu

dxedvxu

dxxey

xCxC

xCxC

xCxC

xC

xC



























 

 

 

Задача 8.  Решить уравнение 22ytgyy  . 

 

Решение 

Данное уравнение не содержит явным образом переменную х . Положим 

py  , где  ypp  , тогда ppy  , и данное уравнение преобразуется к 

виду 

22 ptgypp  ,   ptgy
dy

dp
2 ,   

tgy

dy

p

dp
2 . 

 

Интегрируя, получим: 

 

 
tgy

dy

p

dp
2 , 

yC

CyCt
t

dt

ydydt

yt
dy

y

y
p

2
1

1

sinln

lnsinln2ln22
cos

sin

sin

cos
2ln







 

. 

 

yCp 2
1 sin , или yCy 2

1 sin , yC
dx

dy 2
1 sin , dxC

y

dy
12sin

 . 

 

Интегрируя, получим общий интеграл дифференциального уравнения: 

 

  dxC
y

dy
12sin

,     21 CxCctgy  . 

 

 

Задача 9.  Найти частное решение линейного однородного 

дифференциального уравнения с постоянными коэффициентами, 

удовлетворяющее заданным начальным условиям: 0209  yyy , 

    10,00  yy . 
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Решение 

Составим и решим характеристическое уравнение: 

 

02092  kk , 

18081201481 D , 

5,4 21  kk . 

 

Тогда общее решение линейного однородного уравнения имеет вид: 

 
xx eCeCy 5

2
4

1
  . 

 

Далее по заданным начальным условиям определим постоянные 21,CC : 

 

  0,0,00 21
0

2
0

1  CCeCeCy ; 
xx eCeCy 5

2
4

1 54   , 

  21
0

2
0

1 541,541,10 CCeCeCy  . 

 

Получили следующую систему уравнений для нахождения констант 21,CC : 

 

























.1

,1

;154

,

;154

,0

2

1

11

12

21

21

C

C

CC

CC

СС

СС
 

 

Тогда искомое решение задачи Коши имеет вид: 

 
xx eey 54   . 

 

Задача 10.  Найти общее решение уравнения  9232 2  xxeyy x . 

 

Решение. 

Рассмотрим соответствующее однородное уравнение: 02  yy . 

Составим и решим характеристическое уравнение:  

 

022  kk ,   02 kk , 2,0 21  kk . 

 

Следовательно, общее решение однородного уравнения имеет вид: 
x

одн eССy 2
21

 . 

 Рассмотрим правую часть    923 2  xxexf x . Здесь 1  - не корень 

характеристического уравнения, значит, частное решение частy  будем искать в 

виде: 
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 CBxAxey x
част  2 . 

 

Чтобы найти неизвестные коэффициенты А, В, С, подставим решение 

частy  в исходное уравнение. Для этого найдем его первую и вторую 

производные: 

 

     CBAxBxAxeBAxeCBxAxey xxx
част  22 22 , 

   

 .224

222

2

2

CBAAxBxAxe

ABAxeCBAxBxAxey

x

xx
част




 

 

Подставим теперь частчаст yy  ,  в исходное уравнение: 

 

     92322224 222  xxeCBAxBxAxeCBAAxBxAxe xxx

    923342833 22  xxCBAxABAx . 

 

Отсюда получаем систему уравнений для нахождения неизвестных 

коэффициентов  А, В, С: 

 











































.5

,2

,1

;9342

,283

,1

;9342

,283

,33

C

B

A

CB

B

A

CBA

AB

A

 

 

Таким образом, частное решение исходного уравнения имеет вид: 

 

 522  xxey x
част . 

 

 Следовательно, общее решение линейного неоднородного уравнения 

можно записать в виде 

 

 5222
21   ххееССуyy хх

частодн . 

 

 

Задача 11.  Найти общее решение  уравнения xeyyу 410168  . 

 

Решение. 

Рассмотрим соответствующее однородное уравнение: 0168  yyy . 

Составим и решим характеристическое уравнение: 

 

01682  kk , 

06464161464 D , 
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4
2

8
k . 

 

Следовательно, общее решение однородного уравнения имеет вид: 

 
xx

одн xeСeСy 4
2

4
1

  . 

  

Рассмотрим правую часть   xexf 410  . Здесь 4  - корень 

характеристического уравнения кратности 2m , значит, частное решение 

частy  будем искать в виде: 
x

част eAxy 42  . 

 

Чтобы найти неизвестный коэффициент А, подставим решение частy  в 

исходное уравнение. Для этого найдем его первую и вторую производные: 

 

   24424 4242 AxAxeexxeAy xxx
част   , 

     
 .21616

8216882424

24

24424

AAxAxe

AxAAxAxeAxAeAxAxey

x

xxx
част









 

 

Подставим теперь частчастчаст yyy ,,   в исходное уравнение: 

 

    xxхx eeAxAxAxеAAxAxe 4422424 101642821616   , 

1016321621616 222  AxAxAxAAxAx , 

5,102  AA . 

 

Таким образом, частное решение исходного уравнения имеет вид: 

 
x

част exy 425  . 

 

Следовательно, общее решение линейного неоднородного уравнения имеет вид 

 
xхx

частодн exxеСeСуyy 424
2

4
1 5   . 

 

 
Задача 12.  Найти общее решение  уравнения xxyy cos34  . 

 

Решение 

Рассмотрим соответствующее однородное уравнение: 04  yy . 

Составим и решим характеристическое уравнение: 
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042 k , 42 k , 

ik 241  , ik 242  . 

 

Следовательно, общее решение однородного уравнения имеет вид: 

 

xСxСyодн 2sin2cos 21  . 

 

 

Рассмотрим правую часть   xxxf cos3 . Здесь 1,0   ,   xxP 31  ,  

  02 xP . Поскольку число ii    - не корень характеристического 

уравнения, значит, частное решение частy  будем искать в виде: 

 

    xDCxxBAxyчаст sincos  . 

 

Чтобы найти неизвестные коэффициенты А, В, С и D, подставим решение 

частy  в исходное уравнение. Для этого найдем его первую и вторую 

производные: 

 

   

    ;sincos

cossinsincos

xBAxCxADCx

xDCxxCxBAxxAyчаст




 

   

    .sin2cos2

cossinsincos

xADCxxBAxC

xBAxCxAxADCxxCyчаст




 

 

Подставим теперь  частчаст yy ,  в исходное уравнение: 

 

       

;cos3

sin4cos4sin2cos2

xx

xDCxxBAxxADCxxBAxC




 

    ;cos3sin442cos442 xxxDCxADCxxBAxBAxC   

    xxxADCxxCBAx cos3sin233cos233  . 

 

Приравнивая коэффициенты при xxxxxx sin,sin,cos,cos , получаем 

систему уравнений для нахождения неизвестных коэффициентов: 

 










































.
3

2

,0

,0

,1

;023

,03

,023

,33

D

C

B

A

AD

C

CB

A

 

Таким образом, частное решение исходного уравнения имеет вид 
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xxxyчаст sin
3

2
cos  . 

 

Следовательно, общее решение линейного неоднородного уравнения имеет вид 

 

xxxxСxСуyy частодн sin
3

2
cos2sin2cos 21  . 

 

Задача 13.  Найти общее решение  уравнения xxyy 3sin163cos99   

 

Решение 

Рассмотрим соответствующее однородное уравнение: 09  yy . 

Составим и решим характеристическое уравнение: 

 

092 k , 92 k , 

ik 391  , ik 392  . 

 

Следовательно, общее решение однородного уравнения имеет вид: 

 

xСxСyодн 3sin3cos 21  . 

 

Рассмотрим правую часть   xxxf 3sin163cos9  . Здесь 3,0   , 

  91 xP ,    162 xP . Поскольку число ii 3   - корень 

характеристического уравнения кратности 1m , значит, частное решение 

частy  будем искать в виде: 

 xBxAxyчаст 3sin3cos  . 

 

Чтобы найти неизвестные коэффициенты А, В, подставим решение частy  

в исходное уравнение. Для этого найдем его первую и вторую производные: 

 

 

    ;3sin33cos3

3cos33sin33sin3cos

xAxBxBxA

xBxAxxBxAyчаст




 

 

   

    .3sin963cos96

3cos333sin33sin333cos3

xBxAxAxB

xAxBxAxBxAxByчаст




 

 

Подставим теперь  частчаст yy ,  в исходное уравнение: 

 

    xxxBxxAxxBxAxAxB 3sin163cos93sin93cos93sin963cos96 

  xxxAxB 3sin163cos93sin63cos6  . 
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Приравнивая коэффициенты при xx 3sin,3cos , получаем систему 

уравнений для нахождения неизвестных коэффициентов: 

 






















.
3

8

,
2

3

;166

,96

A

B

A

B
 

 

Таким образом, частное решение исходного уравнения имеет вид 

 









 xxxyчаст 3sin

2

3
3cos

3

8
. 

 

Следовательно, общее решение линейного неоднородного уравнения имеет вид 

 









 xxxxСxСуyy частодн 3sin

2

3
3cos

3

8
3sin3cos 21 . 

 

Задача 14.  Найти частное решение линейного неоднородного 

дифференциального уравнения с постоянными коэффициентами, 

удовлетворяющее заданным начальным условиям:  32 2  xxeyy x , 

  20 y ,   20 y . 

 

Решение 

Рассмотрим соответствующее однородное уравнение: 02  yy . 

Составим и решим характеристическое уравнение: 

 

022  kk ,    02 kk ,  01 k , 22 k . 

 

Следовательно, общее решение однородного уравнения имеет вид: 

 
x

одн eССy 2
21  . 

 

Рассмотрим правую часть    32  xxexf x . Здесь 1  - не корень 

характеристического уравнения, значит, частное решение частy  будем искать в 

виде: 

 CBxAxey x
част  2

. 
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Чтобы найти неизвестные коэффициенты А, В и С, подставим решение 

частy  в исходное уравнение. Для этого найдем его первую и вторую 

производные: 

 

     CBAxBxAxeBAxeCBxAxey xxx
част  22 22 , 

 

   

 .224

222

2

2

CABAxBxAxe

ABAxeCBAxBxAxey

x

xx
част




 

 

Подставим теперь частчаст yy  ,  в исходное уравнение: 

 

   
 ;3

22224

2

22





xxe

CBAxBxAxeCABAxBxAxe

x

xx

 

32 22  xxCABxAx ; 

 

Отсюда получаем систему уравнений для нахождения неизвестных 

коэффициентов  А, В, С: 

 





























.1

,1

,1

;32

,1

,1

C

B

A

CA

B

A

 

 

Таким образом, частное решение исходного уравнения имеет вид 

 

 12  xxey x
част . 

 

Следовательно, общее решение линейного неоднородного уравнения имеет вид 

 

 122
21  xxeeССуyy xx

частодн . 

 

 Чтобы найти искомое частное решение, определим значения постоянных 

1C  и 2C . Для этого воспользуемся начальными условиями: 

 

  20 y ,   1002 00
21  ееСС , 12 21  СС , 121  СС . 

      

 xxeeC

xexxeeСxxeeССy

xx

xxxxx

32

12121

22
2

22
2

22
21







 

  20 y ,   0022 00
2  eeC , 22 2 C , 12 C . 
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В результате получаем систему уравнений: 

 

















.1

,0

;1

,1

2

1

2

21

C

C

C

CC
 

 

Таким образом, искомое частное решение имеет вид: 

 

 122  xxeey xx . 
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КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА ПО ТЕМЕ  
«ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ» 

 

Задача 1. Найти общее решение дифференциального уравнения. 

 

1 014 22  dyxydxyx  

2   08  dxyedye xx  

3 dxxyydyxydyxdx 22 222   

4 015 22  xyyy  

5 dxydyyxydydxxy 222 36   

6 0ln  yxyy  

7   xx yeye 1  

8 
01 22  xxyyx  

9 dxxyydyxydyxdx 22 3226   

10   0ln1  yxyy  

11   xx eyye 3  

12 013 22  yyxy  

13 dxxydyyxydyxdx 22   

14 dxxyydyxydyxdx 22 2334   

15 011 22  xyyyx  

16 ydyxydydxy 223   

17 023 22  dyxydxyx  

18 ydyxydydxy 2216   

19 dxxydyxydyxdx 22 3266   

20   05 2  dxyedye xx  

21 
01

1

1
2

2







y

x
yy  

22 dxxyydyxydyxdx 22 3366   

23 045 22  dyxydxyx  

24   04  dyedxey xx
 

25     022  dyyxydxxxy  
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26 

y

x
yy

21
  

27 011 22  dyxydxy  

28 yxy 1010   

29 

2

2

1

1

x

y
y




  

30 xdxyxdyx 2sin2cos2cos2sin   

 

 

Задача 2. Решить дифференциальное уравнение второго порядка, 

допускающее понижения порядка. 

 

1 123  yxyx  

2 xtgxyy 2sin  

3   0
2
 yyy  

4   02
3
 yyy  

5 yxxy  ln  

6 2xeyyx x  

7  22 ytgyy   

8   02
2
 yxy  

9   32 21 xyxyx   

10  212 yyy   

11  22 yyy   

12 1 ytgxy  

13 xyyx ln  

14   02
2
 yyy  

15   yxyx  21  

16     02
42
 yyyy  

17 21
xy

x
y   

18   01
2

 yyy  

19     051
2
 yyy  

20      0ln1ln1
2
 yyyyy  

21     011
22  yyx  



 50 

22     yyy  12
2

 

23   21 2  yxyx  

24 134  yxyx  

25 
xy

x

x
y 2

1

2
2




  

26   32 1221 xyxyx   

27 25xyyx   

28  3yy   

29 104 23  yxyx  

30 318yy   

 

Задача 3. Решить линейное неоднородное дифференциальное уравнение 

второго порядка с постоянными коэффициентами. 

 

№ Уравнение  xf   xf  

1  xfyyy  2   xxe x 2  xx cossin2   

2  xfyyy  23  xxe 24   xx 2cos22sin   

3  xfyy  2  432 2  xx  x3sin3  

4  xfyyy  44   122  xe x  xx cos3sin2   

5  xfyyy  2   52  xe x  x2sin15  

6  xfyyy  65    xex 343   x2sin5  

7  xfyyy  2    xex41  xx 4cos34sin2   

8  xfyy  4  xex 23  xcos2  

9  xfyy  7  432 2  xx  x5cos  

10  xfyyy  23    xex 43   xx 2cos32sin   

11  xfyyy  2    xex 1  xx cos3sin5   

12  xfyy  5  422  xx  x3cos3  

13  xfyy     xex 42   xx 2cos2sin2   

14  xfyyy  2    xex 2  x2cos2  

15  xfyy  8  38 x  xx cos2sin   

16  xfyyy  34  xex 32 
 xx cos3sin2   

17  xfyy  4  x43   xx 2cos2sin2   

18  xfyyy  2  32 2  xx  x2cos12  

19  xfyy  4    xex 3  xx 2cos42sin   

20  xfyy  2  324 x  x2sin5  
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21  xfyyy  2    xex29   xx cos5sin2   

22  xfyy  9    xex 6  xx 3cos33sin   

23  xfyy  2  154 2  xx  x2cos3  

24  xfyyy  23    xex 24  xx cos2sin   

25  xfyyy  96    xex 35  x3sin6  

26  xfyy  16  732 2  xx  xx 4cos4sin2   

27  xfyy  5  310 x  x5sin6  

28  xfyy  5    xex 532   xx 2cos2sin2   

29  xfyyy  34    xex 35  x2cos17  

30  xfyy  4    xex 26  xx 2cos32sin   
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