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1. Введение в инженерное проектирование 

 

 Перечень вопросов для самоподготовки: 

1.1. Дайте критическую оценку описания и схемы процесса инженерного 

проектирования и анализа, изложенных на занятиях.  

Не было ли что-нибудь опущено?  

Нельзя ли это сделать лучше? 

1.2. Дайте критическую оценку описания и краткого перечня качеств, необ-

ходимых инженеру-проектировщику, которые были перечислены на занятиях.  

Не было ли что-нибудь опущено?  

Нельзя ли это сделать лучше? 

1.3. Какова природа противоречия между изобретательством и инженерным 

анализом?  

Каково ваше мнение о высказанном на занятиях предложении относительно 

его разрешения?  

Можете ли вы дать иные или дополнительные предложения? 

1.4. Не видите ли вы какого-либо естественного противоречия между каче-

ствами, необходимыми инженерам для принятия решений, и качествами, необхо-

димыми для изобретательства или инженерного анализа?  

Обсудите этот вопрос в группе. 

1.5. Каковы характерные особенности лиц, склонных к изобретательству?  

Совпадают ли черты, перечисленные в этой главе, с вашими собственными 

наблюдениями? 

1.6. Каковы этапы процесса изобретательства?  

Вспомните случаи, когда вам удавалось получать хорошие новые идеи.  

Согласны ли вы с делением на этапы, приведенным на занятиях? 

1.7. Что означает «психологическая инерция»?  

Как ее преодолеть?  

Вспомните случаи, когда психологическая инерция мешала вам получить хоро-

шие новые идеи.  

Как вы смогли ее преодолеть? 

1.8. Опишите метод «мозгового штурма».  

Каковы его правила?  

Почему так трудно его применять? 

1.9. Каким образом восприимчивость влияет на изобретательность? 

1.10. Рассмотрите с участием студенческой группы методом «мозгового штурма» 

проблему борьбы с загрязнением воздуха. 

1.11. Рассмотрите с участием студенческой группы методом «мозгового штур-

ма» разрешение проблемы дорожно-транспортных происшествий и несчастных слу-

чаев на автомобильном транспорте. 

1.12.. Рассмотрите с участием студенческой группы задачу создания автоматиче-

ской установки для изготовления кубиков льда. 

1.13. Рассмотрите с участием студенческой группы задачу разработки метода 

измерения поверхностного натяжения и вязкости жидкостей. 



1.14. Рассмотрите с участием студенческой группы проблему транспортировки 

людей с этажа на этаж в универсальном магазине. 

1.15. Рассмотрите с участием студенческой группы проблему мытья окон на 

высоте. 

1.16. Рассмотрите методом «мозгового штурма» с участием студенческой группы 

проблему подготовки магистров. 

1.17. Рассмотрите методом «мозгового штурма» с участием студенческой группы 

проблему питания в глобальном масштабе.  

1.18.. Рассмотрите с участием студенческой группы проблему посадки ракеты 

на Луну.  

 

2. Введение в инженерный анализ 

 

Перечень вопросов для самоподготовки:  

 2.1. Обсудите в группе целесообразность применения методов ге-

нерирования идей,  для фирмы-изготовителя пластмассовых игрушек, которая 

нуждается в новых изделиях. 

 2.2. Фирма по производству пластмассовых игрушек имеет неиспользован-

ные производственные мощности. 

 2.2.1. Проведите занятие с целью получения методом «мозгового штурма» 

идей, используемых для конструирования новых видов изделий. 

 2.2.2. Используйте другие методы получения таких идей. 

 2.3. Рассмотрите в группе влияние следующих факторов на ценность идей, 

используемых для создания пластмассовых игрушек: 

 а)  тенденции и изменения в начальном школьном образовании; 

 б)  крупные научные достижения; 

 в) крупные технические достижения. 

 2.4. Каким образом могли бы методы, рассмотренные на занятиях, приве-

сти к появлению идеи воздушно-водяной игрушечной ракеты?  

 К появлению идеи газогенератора? 

 2.5. Используйте методы, рассмотренные на занятиях, с целью получения 

новых идей для конструирования игрушечных ракет различных типов. 

 2.6. Рассмотрите каждое из решений, которые необходимо было принять, 

чтобы построить график и получить данные о влиянии поперечного сопла раке-

ты на высоту ее полета.  

 Какие решения принимались по каждому параметру? 

 2.7. Допустим, что решено сделать ракету, изображенную более крупной, с 

тем чтобы ее длина стала не 100,  200 мм. Выполните чертеж ракеты, предлагаемой 

вами в качестве исходной конструкции, и расставьте обозначения. 

 2.8. Рассмотрите инженерный анализ одноступенчатой ракеты с точки зре-

ния методики инженерного анализа, изложенной на занятиях. Выделите различ-

ные этапы.  

 Не пропущены ли какие-либо этапы?  

 Можно ли применить более совершенную методику? 



 2.9. Проведите занятие, посвященное изобретательству (используя «мозговой 

штурм» или какой-либо другой метод), с целью изобретения двухступенчатой воз-

душно-водяной игрушечной ракеты. Каким образом эти ступени необходимо удер-

живать вместе и как их разделять? 

 2.10. Рассмотрите перечень принципов отделения второй ступени игрушечной 

ракеты от первой ее ступени. Если бы вам пришлось принимать решение, то какое 

(или какие) из них вы бы предложили инженерам вашей фирмы исследовать более 

детально? Почему? 

 2.11. Разработайте механизм, позволяющий сочленять и удерживать вместе 

две ступени двухступенчатой игрушечной ракеты, а также отделять вторую ступень 

от первой, исходя из того, что если первая ступень работает, то между ступенями име-

ет место большая разность давлений, и что из второй ступени в первую может пере-

течь небольшое количество воды, пропорциональное  времени. 

 2.12. Спроектируйте насос для игрушечной ракеты.. 

 2.13 Спроектируйте двухступенчатую воздушно-водяную игрушечную ракету 

и проведите необходимый анализ.  

 Составьте список решений, которые необходимо принять при разработке двух-

ступенчатой ракеты. 

 

3.  Введение в теорию принятия решений 
 

Принимать решения приходится практически во всех областях человече-

ской деятельности. С развитием цивилизации появилась необходимость выде-

лить процесс принятия оптимальных решений в отдельную область науки (ис-

следование операций), которая формализовала и систематизировала этот про-

цесс. Исследование операций стало основным научным инструментом в про-

цессе принятии оптимальных решений системным аналитиком –  лицом, при-

нимающим решение (ЛПР). Этапы работы ЛПР заключаются в следующем. 
 

А. Формулирование противоречия 
 

Б. Построение математической модели: 
 

 определяются альтернативные переменные (набор переменных называют 

планом); 

 определяются ограничения (набор переменных, удовлетворяюших всем 

ограничениям называют допустимым планом); 

 определяется целевая функция – критерий, которому соответствуют аль-

тернативные решения (оптимальные планы); 

Этапами А и Б занимается дисциплина "математическое моделирование" 

– это составная часть исследования операций. 
 

В. Решение математической модели 
 

Этим занимается дисциплина "математическое программирование". 

Исследования позволили обобщить и сгруппировать схожие типы моде-

лей в определенные классы задач. Методы решения данных классов задач со-



ставляют отдельные разделы математического программирования, со временем 

они даже трансформировались в отдельные дисциплины. Вот их краткий обзор. 

Линейное программирование. В этом классе задач и целевая функция и 

все ограничения являются линейными функциями. К таким задачам относятся: 

задача о плане производства; задача о диете и др. 

Целочисленное программирование. В этих задачах целевая функция и 

все ограничения тоже являются линейными. Все переменные должны прини-

мать только целочисленные значения. К таким задачам относятся: транспортная 

задача; задача о назначениях и др. 

Динамическое программирование. Применяется, когда исходную задачу 

можно разбить на меньшие подзадачи и решать их пошагово. Например, это за-

дача об управлении запасами и др. 

Нелинейное программирование. Здесь либо целевая функция, либо огра-

ничения являются нелинейными функциями.  

Существуют также теории: графов, расписаний; сетевое планирование; 

системы массового обслуживания и др. Каждый раздел математического про-

граммирования – это отдельная сформировавшаяся дисциплина, требующая до-

статочно углубленного теоретического и, особенно, практического изучения. 

 

Г. Принятие решений 

 

На этой стадии ЛПР на основе предыдущих этапов должен принять опти-

мальное решение, что составляет предмет курса "Теория принятия решений". 

Принятие решения – это задача управленческого типа. Возможны случаи: 

а) ЛПР знает реакцию окружающей среды на выбор альтернативы 

(насколько полезная или вредная) – это задача принятия решения в условиях 

определенности; такими  задачами занимается математическое программиро-

вание; 

б) ЛПР знает вероятность реакции окружающей среды на выбор аль-

тернативы – это задача принятия решения в условиях риска; 

в) ЛПР ничего не знает о реакции окружающей среды на выбор альтер-

нативы – это задача принятия решения в условиях неопределенности. 

При этом предполагается, что в перечисленных случаях окружающая 

среда реагирует на принятое ЛПР решение беспристрастно (как природа), не 

преследуя никаких своих целей.  

Бывают ситуации, когда в качестве окружающей среды может выступать, 

например, конкурирующая фирма, военный противник, конкурент на выборах и 

т.п. Такая «окружающая среда» будет реагировать не беспристрастно, а в своих 

интересах. Это  задача принятия решения в условиях противодействия. 

 

3.1. Принятие решения в условиях определенности  методом анализа иерархий 

Формулирование  задачи.  

 

Предприятию необходимо взять в аренду складские помещения для хра-

нения своей продукции. Склад может быть расположен в одном из трех городов:  



D, В, С. Администрации предприятия (Петрову, Иванову и Сидорову), необходимо 

дать ответ на вопрос: «В каком городе рациональнее расположить склад?». Аль-

тернативно было выделено три критерия, оказывающих наибольшее влияние на до-

ходность предприятия: спрос на продукцию (С), наличие конкурентов (К) и стои-

мость аренды складских помещений (Ар) в каждом из городов. Основываясь на вы-

двинутых критериях, будет отдано предпочтение городу. В каком городе выгоднее 

разместить склад, при условии, что мнения экспертов равнозначны?  

 

Решение. 

1. Строим матрицы парных сравнений критериев. 

 

D = 

Петров 

D = 

Иванов 

D = 

Сидоров 

 С К Ар  С К Ар  С К Ар 

С 1 5 4 С 1 4 3 С 1 2 5 

К 0,2 1 0,5 К 0,25 1 1 К 0,5 1 4 

Ар 0,25 2 1 Ар 0,33 1 1 Ар 0,2 0,25 1 

  

2. Для определения относительных весов критериев «С», «К» и «Ар» норма-

лизуем полученные матрицы сравнения и найдем средние значения элементов 

соответствующих строк  нормализованной матрицы. 

 

Петров 

ND = 

 С К Ар Wi 

C 1/1,45 5/8 4/5,5 0,681 

К 0,2/1,45 1/8 0,5/5,5 0,118 

Ар 0,25/1,45 2/8 1/5,5 0,201 

Иванов 

ND = 

 С К Ар Wi 

C 0,632 0,667 0,6 0,633 

К 0,158 0,167 0,6 0,633 

Ар 0,211 0,167 0,2 ),192 

Сидоров 

ND = 

 С К Ар Wi 

C 0,588 0,615 0,5 0,568 

К 0,294 0,308 0,4 )334 

Ар 0,118 0,)77 0,1 0,098 



3. Проверим уровень несогласованности полученных матриц парных сравнений. 

 

Петров 

D×W= 

1 5 4 

× 

0,681 

= 

2,0,76 

0,2 1 0,5 0,118 0,355 

0,25 2 1 0,201 0,607 

 

 Получаем:   

NMAX = 2,076 + 0,355 + 0,607 = 3,038;  

следовательно, для n = 3 имем:  

CI = (3,08 – 3) / (3 – 1) = 0,019; 

RI = 1,98 (3 – 2) / 3 = 0,66; 

CR = 0,019 / 0,66 = 0,029 < 0,1, следовательно, у Петрова уровень несогласован-

ности матрицы D приемлим. 

 
Иванов 

D×W= 

1 4 3 

× 

0,633 

= 

1,909 

0,25 1 1 0,175 0,525 

0,333 1 1 0,192 0,578 

 

 Получаем:   

nMAX =  3,013;  

следовательно, для n = 3 имем:  

CI = 0,006; 

RI =  0,66; 

CR = 0,01 < 0,1 – у Иванова уровень несогласованности матрицы D приемлим. 

 

Сидоров 

D×W= 

1 2 5 

× 

0,568 

= 

1,727 

0,5 1 4 0,334 1,011 

0,2 0,25 1 0,098 0,295 

 

 Получаем:   

nMAX =  3,033;  

следовательно, для n = 3 имем:  

CI = 0,016; 

RI =  0,66; 



CR = 0,025 < 0,1 – у Сидорова уровень несогласованности матрицы D прием-

лим. 

 

В результате имеем весовые коэффициенты критериев для каждого экс-

перта, представленные таблицей 1. 
 

Таблица 1. 

 Петров Иванов Сидоров 

С 0,681 0,633 0,568 

К 0,118 0,175 0,334 

Ар 0,201 0,192 0,098 

 

Произведем аналогичные действия для получения весовых значений аль-

тернативных решений (D, B, C). Построим матрицы парных сравнений альтер-

натив в соответствии с каждым критерием. 

 

Петров 

DC= 

 D B C 

DC= 

 D B C 

DC= 

 D B C 

D 1 1 2 D 1 2 3 D 1 2 0,5 

B 1 1 3 B 0,5 1 2 B 0,5 1 0,25 

C 0,5 0,333 1 C 0,333 0,5 1 C 2 4 1 

Иванов 

DC= 

 D B C 

DC= 

 D B C 

DC= 

 D B C 

D 1 4 3 D 1 3 4 D 1 3 4 

B 0,25 1 0,5 B 0,333 1 2 B 0,333 1 2 

C 0,333 2 1 C 0,25 0,5 1 C 0,25 4 1 

Сидоров 

DC= 

 D B C 

DC= 

 D B C 

DC= 

 D B C 

D 1 2 3 D 1 3 4 D 1 2 1 

B 0,5 1 5 B 0,333 1 2 B 0,5 1 0,5 

C 0,2 0,2 1 C 0,25 0 1 C 1 2 1 

 

 5. Находим соответствующие нормализованные матрицы и весовые ко-

эффициенты альтернатив. 

 

Петров 

NDC = 

 D B C W 

D 0,4 0,429 0,333 0,387 

B 0,4 0,429 0,5 0,443 

C 0,2 0,143 0,167 0,170 

NDК = 

 D B C W 

D 0,545 0,571 0,5 0,539 

B 0,273 0,286 0,333 0,297 

C 0,182 0,143 0,167 0,164 



NDАр = 

 D B C W 

D 0,286 0,286 0,286 0,286 

B 0,143 0,143 0,143 0,143 

C 0,571 0,571 0,571 0,571 

 

Иванов 

NDC = 

 D B C W 

D 0,632 0,571 0,667 0,623 

B 0,158 0,143 0,111 0,137 

C 0,211 0,286 0,222 0,239 

NDК = 

 D B C W 

D 0,632 0,667 0,571 0,623 

B 0,211 0,222 0,286 0,239 

C 0,158 0,111 0,143 0,137 

NDАр = 

 D B C W 

D 0,571 0,6 0,5 0,571 

B 0,286 0,3 0,375 0,286 

C 0,143 0,1 0,125 0,143 

 

Сидоров 

NDC = 

 D B C W 

D 0,588 0,625 0,455 0,556 

B 0,294 0,313 0,455 0,354 

C 0,118 0,063 0,091 0,090 

NDК = 

 D B C W 

D 0,632 0,667 0,571 0,623 

B 0,211 0,222 0,286 0,239 

C 0,158 0,111 0,143 0,137 

NDАр = 

 D B C W 

D 0,4 0,4 0,4 0,4 

B 0,2 0,2 0,2 0,2 

C 0,4 0,4 0,4 0,4 

 

4.  Проверим несогласованность матриц альтернатив.  

       Столбцы NDАр  у Петрова и Сидорова одинаковы. Это возможно лишь в 

случае, когда матрица сравнений является согласованной, т.е. ЛПР проявляет 

идеальную согласованность в определении матрицы сравнений. Оценим уро-

вень несогласованности остальных матриц сравнений. Проверим согласован-

ность матрицы сравнений альтернатив в рамках критерия «Спрос». 

 

Петров 

D×W= 

1 1 2 

× 

0,387 

= 

1,170 

1 1 3 0,433 1,340 

0 0,333 1 0,170 0,511 



Получаем:   

nMAX =  3,021;  

следовательно, для n = 3 имем:  

CI = 0,010; RI =  0,66; 

CR = 0,016  < 0,1. 

 У Петрова уровень несогласованности матрицы DС  приемлим. 

 

Иванов 

D×W= 

1 4 3 

× 

0,623 

= 

1,891 

0,25 1 0,5 0,137 0,413 

0,333 2 1 0,239 0,722 

 

Получаем:   

nMAX =  3,025;  

следовательно, для n = 3 имем:  

CI = 0,013; RI =  0,66; 

CR = 0,019  < 0,1 – уровень несогласованности матрицы DС  приемлим. 

 У Иванова уровень несогласованности матрицы DС  приемлим. 

 

Сидоров 

D×W= 

1 2 5 

× 

0,090 

= 

1,715 

0,5 1 5 0,090 0,722 

0,2 0,2 1 0,090 0,413 

 

Получаем:   

nMAX =  3,071;  

следовательно, для n = 3 имем:  

CI = 0,035; RI =  0,66; 

CR = 0,054  < 0,1. 

 У Сидорова уровень несогласованности матрицы DС  приемлим. 

 

4. . Проверим согласованность матрицы сравнений альтернатив в рамках 

критерия «Конкуренция». 

 

Петров 

D×W= 

1 2 3 

× 

0,539 

= 

1,625 

0,5 1 2 0,297 0,894 

0,333 0,5 1 0,164 0,492 

 

Получаем:   

nMAX =  3,011;  

следовательно, для n = 3 имем:  

CI = 0,006; 

RI =  0,66; 



CR = 0,008  < 0,1. 

 У Петрова уровень несогласованности матрицы DК  приемлим. 

 

Иванов 

D×W= 

1 3 4 

× 

0,623 

= 

1,688 

0,333 1 2 0,320 0,967 

0,25 0,5 1 0,123 0,369 

 

Получаем:   

nMAX =  3,023;  

следовательно, для n = 3 имем:  

CI = 0,012; RI =  0,66; 

CR = 0,018  < 0,1. 

 У Иванова уровень несогласованности матрицы DК  приемлим. 

 

Сидоров 

D×W= 

1 3 4 

× 

0,623 

= 

1,891 

0,333 1 2 0,239 0,722 

0,25 0,5 1 0,137 0,413 

 

Получаем:   

nMAX =  3,025;  

следовательно, для n = 3 имем:  

CI = 0,013; 

RI =  0,66; 

CR = 0,019  < 0,1. 

 У Сидорова уровень несогласованности матрицы DК  приемлим. 

 

 5. Проверим согласованность матрицы сравнений альтернатив в рамках 

критерия «Арендная плата». 

 

Иванов 

D×W= 

1 2 4 

× 

0,557 

= 

1,688 

0,5 1 3 0,320 0,967 

0,25 0,33 1 0,123 0,369 
 

Получаем:   

nMAX =  3,023;  

следовательно, для n = 3 имем:  

CI = 0,012; 

RI =  0,66; 

CR = 0,018  < 0,1. 

 У Иванова уровень несогласованности матрицы DАр  приемлим1. 

                                                 
1 Задание: найти уровень несогласованность DАр у  Петрова и Сидорова. 



  В результате (таблица 2) имеем весовые коэффициенты альтернатив в 

соответствии с каждым критерием для каждого эксперта. 

Таблица 2. 

 Петров Иванов Сидоров 

 С К Ар С К Ар С К Ар 

D 0,387 0,539 0,286 0,623 0,623 0,557 0,556 0,623 0,4 

B 0,443 0,297 0,143 0,137 0,239 0,320 0,354 0,239 0,2 

C 0,170 0,164 0,571 0,239 0,137 0,123 0,090 0,137 0,4 
 

5.  Комбинированный вес W для каждого города определяется по единой 

схеме, например, для города D2:  

 

WD = 1/3 (0,681 × 0,387 + 0,118 × 0,539 + 0,201 × 0,286) + 

       + 1/3 (0,633 × 0,623 + 0,175 × 0,623 + 0,192 × 0,557) + 

       + 1/3 (0,568 × 0,566 + 0,334 × 0,623 + 0,098 × 0,4) = 0,519. 

 

3.2. Принятие решения в условиях неопределенности  

 

3.2.1. Постановка задачи 
 

1. Сформулировать задачу принятия решения в условиях неопределенности с 4 

альтернативными действиями, которые зависят от 4 состояний природы. 

2. На основе данных задачи выбрать оптимальную альтернативу. 
 

3.2.2 Описание алгоритма решения задачи 
 

Принятие решения в условиях неопределенности требует определения аль-

тернативных действий, которым соответствуют расходы или доходы, зависящие от 

(случайных) состояний природы. Матрицу в задаче принятия решений с т воз-

можными действиями и п состояниями природы можно представить следующим 

образом. 

 S1 S2 … Sn 

a1 ( a1, S1) ( a1, S2) … ( a1, Sn) 

a2 ( a2, S1) ( a2, S2) … ( a2, Sn) 

.. … … … … 

am ( am, S1) ( am, S2) … ( am, Sn) 

 

                                                 
2 Задание: найти комбинированные весовые коэффициенты для городов В и С и 

определить город, который является оптимальным для размещения склада; по-

строить граф-дерево отражающее результаты выполненной экспертами работы. 



Существует 4 критерия для анализа ситуации, связанной с принятием реше-

ний: Лапласа; минимаксный (максиминный); Сэвиджа; Гурвица. Эти критерии отли-

чаются по степени консерватизма, который проявляет индивидуум, принимающий 

решение, перед лицом неопределенности. 

Критерий Лапласа опирается на принцип недостаточного обоснования, кото-

рый гласит, что поскольку распределение вероятностей состояния Р(s j) неизвестно, 

то и нет причин считать их различными. Следовательно, используется оптимистиче-

ское предположение, что вероятности всех состояний природы 

равны  между  собой,  то  есть   Р(s1) = Р(s2) = … = Р(sn) = 1/n.  

Если  при  этом ( ai, Sj) представляет   получаемую   прибыль ЛПР,   то   наилуч-

шим   решением является то,  которое обеспечивает суммарную максимальную при-

быль. Если величина ( ai, Sj) представляет собой расходы ЛПР, то оператор 

«max»  заменяется на «min».   

Минимаксный (максиминный) критерий основан на консервативном осто-

рожном поведении ЛПР, и сводится к выбору наилучшей альтернативы из 

наихудших или, наоборот из наихудших альтернатив выбирает наилучшую.  

Если величина ( ai, Sj) представляет получаемую прибыль, то в соответствии 

с максиминным   критерием, в качестве оптимального выбирается решение, обеспе-

чивающее «max» и наоборот. Если величина ( ai, Sj) представляет потери, исполь-

зуется минимаксный критерий. 

Критерий Сэвиджа стремится смягчить консерватизм минимаксного (макси-

минного) критерия путем замены матрицы выигрышей матрицей потерь. 
Критерий Гурвица охватывает ряд различных подходов к принятию реше-

ний – от наиболее оптимистичного до наиболее пессимистичного. Для описания 

склонности лица к оптимизму используется параметр оптимизма 0  <  α  < 1 .  Пусть 

величины ( ai, Sj) представляют доходы. Тогда решению, выбранному по критерию 

Гурвица, соответствует «max». Если α  =  0 , критерий Гурвица становится консер-

вативным, так как его применение эквивалентно применению обычного минимакс-

ного критерия. α  =  1 , критерий Гурвица становится слишком оптимистичным, т.к. 

рассчитывает на наилучшее из наилучших условий. Степень оптимизма (или песси-

мизма) можно конкретизировать путем выбора значения из абсолютной ограничен-

ной шкалы от 0 до 1. При отсутствии склонности к оптимизму или пессимизму реко-

мендуется принимать значение, равное 0,5. 

 

3.2.3. Пример 

 

3.2.3.1. Формулирование  задачи 

 

В некотором городе N планируется построить туристическую базу. Органи-

заторы посчитали, что количество туристов в зависимости от времени года может 

быть различно и составлять 150, 200, 300 или 350 человек. 



Пусть переменные а1 … а4 представляют собой возможные по количеству тури-

стов размеры туристической базы, а переменные s1 … s4 соответствуют различным 

уровням обслуживания туристов. Матрица затрат (в тыс. рублей) имеет вид: 
 

 

 
s1 s2 s3 s4 

а1 100 

 

120 

 

160 

 

185 

 
a2 120 

 

110 

 

145 

 

170 

 
a3 140 

 

145 

 

140 

 

175 

 
a4 170 

 

165 

 

150 

 

190 

 
 

 Определить    оптимальный    размер    туристической базы,    характеризую-

щийся наименьшими затратами. 

 

3.2.3.2.  Решение. 

Критерий Лапласа  

При заданных вероятностях P{sj} = 1/4, j = 1, 2, 3, 4, ожидамые значения затрат для 

различных возможных решений вычисляются следующим образом: 

 M1{a1} = 1/4(100 + 120 + 160 +185) = 141,25 

M2{a2} = 1/4(120 + 110 + 145 +170) = 136,25  оптимум 

M3{a3} = 1/4(140 + 145 + 140 +175) = 15  

M4{a4} = 1/4(170 + 165 + 150 +190) = 168,75 

Так как исходная матрица представляет собой расходы, то оптимальное 

решение достигается при реализации альтернативы а2, организаторы решают по-

строить туристическую базу на 200 туристов. 

 

Минимаксный критерий 

Эту же задачу можно решить с помощью минимаксного критерия, так как в дан-

ном случае рассматривается матрица расходов 

 
 

 
s1 s2 s3 s4 max  (ai, sj) 

а1 100 

 

120 

 

160 

 

185 

 

185 

 
a2 120 

 

110 

 

145 

 

170 

 
170минимакс 

 a3 140 

 

145 

 

140 

 

175 

 

175 

 
a4 170 

 

165 

 

150 

 

190 

 

190 

 
 

Вывод: наименьший уровень расходов получен при использовании а2  

альтернативы, организаторы решают построить туристическую базу на 200 туристов. 

Критерий Сэвиджа 



Для случая исследования расходов согласно критерию Сэвиджа, состав-

ляется матрица сожалений: 

 
 

 
s1 s2 s3 s4 

а1 100 

 

120 

 

160 

 

185 

 
a2 120 

 

110 

 

145 

 

170 

 
a3 140 

 

145 

 

140 

 

175 

 
a4 170 

 

165 

 

150 

 

190 

 
min  (ai, sj) 100 110 140 170 

 

Матрица сожалений в данном случае имеет следующий вид: 

 

 

 
s1 s2 s3 s4 Максимум строк 

 
а1 0 

 

10 

 

20 

 

15 

 

20 

 

 минимакс 

 a2 20 

 

0 

 

5 

 

0 

 

20 

 

 минимакс 

 
a3 40 

 

35 

 

0 

 

5 

 

40 

 

 

 
a4 70 

 

55 

 

10 

 

20 

 

70 

 

 

  

Вывод: наименьший уровень расходов получен при использовании а1 или 

а2 альтернатив, организаторы могут выбрать любую из этих двух альтернатив. 

 

Критерий Гурвица 

Для отражения своего мнения по рассматриваемому процессу принятия ре-

шения примем показатель оптимизма α = 0,25 (высказывается точка зрения направ-

ленная к оптимизму). Оптимальное решение определяется из соотношения: 

(α min  (ai, sj) + (1 – α) max  (ai, sj)) 

Получаем: 

 
 

 
s1 s2 s3 s4 min  (ai, sj) max  (ai, sj) (α min  (ai, sj) +  

+ (1 – α) max  (ai, sj)) 

 а1 100 

 

120 

 

160 

 

185 

 

100 185 

 

163,75 

a2 120 

 

110 

 

145 

 

170 

 

110 170 

 

155 

a3 140 

 

145 

 

140 

 

175 

 

140 175 

 

166,25  

a4 170 

 

165 

 

150 

 

190 

 

150 190 

 

180 

 



Вывод:   наименьший уровень расходов   получен при использовании а2 аль-

тернативы, организаторы решают построить туристическую базу на 200 человек. 
 

3.3. Принятие решения в условиях риска 

 

3.3.1. Постановка задачи 

 

 Сформулировать задачу принятия решения в риска с 3 альтернативами. 

 На основе данных задачи выбрать оптимальную альтернативу. 

 

3.3.2 Алгоритм решения задачи 

 

Если решение принимaется в условиях рискa, то aльтернaтивные решения 

обычно оценивaются нa основе вероятностных рaспределений. По этой причине 

принимaемое решение основывaется нa использовaнии критерия ожидaемого 

знaчения, в соответствии с которым aльтернaтивные решения срaвнивaются с точки 

зрения мaксимизaции ожидaемой прибыли или минимизaции ожидaемых зaтрaт. 

Тaкой подход имеет свои недостaтки, тaк кaк не достaточно полно хaрaктеризует 

исходные дaнные для принятия решения. В тaких случaях используются моди-

фикaции критерия ожидaемого знaчения. Однa из тaких модификaций состоит в 

определении aпостериорных вероятностей нa основе экспериментa нaд исследуе-

мой системой. 

Рaспределения вероятностей, которые используются при формулировке кри-

терия ожидaемого знaчения, получaются, кaк прaвило, из нaкопленной рaнее 

информaции. В некоторых случaях окaзывaется возможным модифицировaть 

эти вероятности с помощью текущей и/или полученной рaнее информaции, ко-

торaя обычно основывaется нa исследовaниях, выборочных (или экспериментaль-

ных) дaнных. Получaемые при этом вероятности нaзывaют aпостериорными (или 

Бaйесовскими), в отличии от aприорных, полученных из исходной информaции. 

Следующий пример демонстрирует применение aпостериорных вероятностей Бaй-

есa для принятия решения в условиях рискa. 

 

3.3.3 Пример 

 

Формулировкa зaдaчи: 

 

Нa фондовой бирже можно  вложить 300 тыс. рублей в три компaнии: «A», 

«В» и «С». Aкции компaний: 



«A» могут принести 65% прибыли в условиях повышения котировок, 20% 

в условиях постоянствa котировок и 50% потерь в условиях понижения котиро-

вок. 

«В» – 30% прибыли в условиях повышенных котировок, 20% в условиях по-

стоянствa котировок, 5% в условиях пониженных котировок. 

«С» – 50% прибыли в условиях повышения котировок,    20% в условиях посто-

янных котировок, 30% потерь в условиях понижения котировок. 

Aнaлитические публикaции прогнозируют повышение котировок с вероятно-

стью 45%, постоянство котировок – 25%, a понижение – 30%. 

Предположим, что вы решили провести собственное рaсследовaние путем 

консультaции с квaлифицировaнным специaлистом, который выскaзaл общее мне-

ние «зa» или «против» инвестиций. 

Тaк, при повышении котировок его мнение будет «зa» с вероятностью 60%, 

при постоянстве – 25%, a при понижении – 30%. 

В   кaкую   компaнию   следует   вклaдывaть   средствa,   для   извлечения 

нaибольшей прибыли?  

Решение: 

Введем следующие обознaчения: v1 – мнение «зa», v2 - мнение «против». 

Количество событий  j, относящихся к мнению специaлистa рaвно 2.  

m1 – повышение котировок, 

m2 – постоянство котировок, 

m3 – понижение котировок. 

Количество событий i, относящихся к состоянию котировок рaвно 3. 

Мнение специaлистa можно зaписaть в виде вероятностных соотношений сле-

дующим обрaзом: 

P{v1 | m1} = 0,6       

 P{v2 |m1} = 0,4  

 P{vt | m2} = 0,25        

   P{v2  | m2 ) = 0,75  

  P {  vt | m 3 }  = 0,3   

   P {v2  | m 3 } = 0,7 

 

С помощью полученной дополнительной информaции зaдaчу выборa реше-

ния можно сформулировaть следующим обрaзом: 

 если мнение специaлистa «зa», aкции кaкой компaнии следует покупaть? 

 если   мнение   специaлистa   «против»,   aкции   кaкой   компaнии   следует 

покупaть? 

Рaссмотренную зaдaчу можно предстaвить в виде деревa решений, пред-

стaвленного нa рисунке 1.  



 
Рис. 1. 

 

Узлу 1 здесь соответствует случaйное событие, мнение специaлистa, с со-

ответствующими вероятностями «зa» и «против». Узлы 2 и 3 предстaвляют выбор 

между компaниями A, В и С при известном мнении экспертa «зa» или «против» 

соответственно. Узлы 4…9 соответствуют случaйным событиям, связaнным с 

состоянием котировок. 

Для оценки рaзличных aльтернaтив, покaзaнных нa рисунке 1, необходимо вы-

числить  aпостериорные вероятности P{vi | mj},  укaзaнные нa соответствующих ветвях, 

выходящих из узлов 4…9. Эти aпостериорные вероятности вычисляются с учетом 

дополнительной информaции, содержaщейся в рекомендaциях экспертa, с помощью 

следующих четырех шaгов. 

 

Шaг № 1. 
Условные  вероятности   P{vi | mj} для  дaнной  зaдaчи  зaпишем   следующим 

обрaзом: 

 V 1 V2 

m1 0,6 0,4 

m2 0,25 0,75 

m3 0,3 0,7 



Шaг № 2. 

Вычисляем вероятности совместного появления событий т и v.  

p{mti ,vj} = p{vj , m i}p{m i} для всех I и j. 

В результaте получaем: 

 V 1 V2 

m1 0,27 0,18 

m2 0,0625 0,1875 

m3 0,09 0,5775 

 

Шaг № 3. 

Вычисляем aбсолютные вероятности появления события v. 

p{vj}  =   p{ m i  , vj}   для  всех  j. 

 

V 1 V2 

0,4225 0,5775 

Шaг № 4. 

Определяем искомые aпостериорные вероятности по формуле  

p{mti ,vj} = p{ m i ,vj } / p{ vj } 

 

 V 1 V2 

m1 
0,639 0,312 

m2 0,148 0,325 

m3 0,213 0,364 

 

Эти вероятности отличaются от исходных aприорных вероятностей.  

Теперь   можно   оценить   aльтернaтивные   решения,    основaнные   нa 

ожидaемых плaтежaх для узлов 4…9. 

Мнение "ЗA": 

Доход от aкций компaнии A 

в узле  4 = 1950000,639  +  600000,148 –1500000,213  = 101538,5.  

Доход от aкций компaнии В 

в узле  5 =  900000,639 + 600000,148 + 150000,213  =  69585,8. 

Доход от aкций компaнии  С 

в узле 6 = 1500000,639 + 600000,148 – 900000,213  =  85562,13. 

Решение. Инвестировaть в aкции компaнии A. 

Мнение "ПРОТИВ": 

Доход от aкций компaнии A 

в узле  7 = 1950000,312 + 600000,325 – 1500000,364 = 25714,29.  



Доход от aкций компaнии В 

в узле  8 =  900000,312 + 600000,325 + 150000,364  =  52987,01. 

Доход от aкций компaнии С 

в узле  9 = 1500000, 312 + 60000 0, 325 – 900000, 364  = 33506,49.  

Решение. Инвестировaть в aкции компaнии В. 

 

3.4. Принятие решения в условиях противодействия 
 

3.4.1 Мaтричные игры 
 

Рaздел "Теории принятия решений" в условиях противодействия 

нaзывaется теорией игр. A тaк кaк в основном условия зaдaч в "Теории приня-

тия решений" зaдaются в виде мaтриц, то рaссмaтривaемые конфликтные си-

туaции нaзывaются мaтричными игрaми. В мaтричных игрaх состояниями В1, 

В2, …, Вn упрaвляет не беспристрaстнaя природa, a aктивный противник, пре-

следующий сугубо свои цели. ЛПР, упрaвляющий своими стрaтегиями 

(ходaми) A1, A2, …, An,и его противник, упрaвляющий стрaтегиями (ходaми) 

В1, В2, …, Вn в дaнной ситуaции нaзывaются игрокaми.  

Элементы мaтрицыa ij, зaдaнной в условии, нaзывaются выигрышaми 

(плaтежaми) игрокa A. A вся мaтрицa нaзывaется мaтрицей плaтежей. 

Дaлее возможны двa случaя. Если в мaтричной игре зaдaнa однa плaтеж-

нaя мaтрицa, то естественно предположить, что выигрыши первого игрокa бу-

дут являться проигрышaми второго игрокa. Тaкaя aнтaгонистическaяси-

туaция нaзывaется мaтричной игрой с нулевой суммой.  

Цель игры для первого игрокa (ЛПР) – побольше выигрaть, a для второго 

игрокa – поменьше проигрaть. Иными словaми, цельюигры является определе-

ние оптимaльной стрaтегии для кaждого игрокa – тaкой стрaтегии, при кото-

рой выигрыш первого игрокa будет мaксимaльным, a проигрыш второго игрокa 

будет минимaльным. 

Однaко, тaкaя ситуaция бывaет не всегдa. Зaчaстую в жизни вaш против-

ник преследует сугубо свои цели, определенные своими выигрышaми. В этом 

случaе мaтричнaя игрa зaдaется двумя плaтежными мaтрицaми. Или для 

крaткости элементы одной плaтежной мaтрицы состоят из двух чисел: (aij, bij). 

Тaкaя ситуaция нaзывaется мaтричной игрой с ненулевой суммой. И для пер-

вого и для второго игроков цель игры – побольше выигрaть. 

Очевидно, что рaссмотреннaя мaтричнaя игрa предполaгaет, что кaждый 

игрок делaет только по одному ходу. Естественно, что многие конфликтные си-

туaции предполaгaют по нескольку ходов кaждого игрокa. Тaкие игры 

рaссмaтривaются пошaгово и решaются методaми динaмического прогрaмми-

ровaния. Нa кaждом отдельном шaге тaкaя игрa рaссмaтривaется кaк игрa с од-

ним ходом. 

Мaтричные игры для двух игроков с нулевой и ненулевой суммой до-

стaточно хорошо изучены и для них рaзрaботaнa теория оптимaльного поведе-

ния игроков. 



Однaко в жизненной прaктике в конфликтных ситуaциях зaчaстую 

учaствуют более чем две стороны. Чем больше игроков – тем больше проблем. 

Тaкие игры менее изучены и здесь есть просторное поле для новых 

фундaментaльных нaучных исследовaний. Несмотря нa несколько легкомыс-

ленное звучaние основных терминов, теория игр является строго нaучной дис-

циплиной с точными мaтемaтическими выклaдкaми. 

Рaссмотрим игру, в которой ЛПР противостоит "думaющий" противник. 

Возможны тaкие случaи: 

1) Ходы игрокaми делaются одновременно. 

2) Первым ходит игрок 2 – противник, но игрок 1 – ЛПР, не имеет ин-

формaции о ходе противникa. 

3) Первым ходит игрок 2 – противник, но игрок 1 – ЛПР, знaет о ходе 

противникa. 

4) Первым ходит игрок 1, но игрок 2 не имеет информaции о ходе про-

тивникa. 

5) Первым ходит игрок 1, но игрок 2 знaет о ходе противникa. 

Очевидно, что случaи 1), 2) и 4) идентичны – никто из игроков не знaет о 

ходе противникa ничего. 

Рaссмотрим случaй 3). Тaк кaк ЛПР имеет полную информaцию о ходе 

противникa, то мы имеем ситуaцию принятия решения в условиях полной 

определенности. Кaк уже отмечaлось выше, тaкими зaдaчaми зaнимaется 

мaтемaтическое прогрaммировaние. 

Рaссмотрим случaй 5). Тaк кaк ЛПР ходит первым, то его противник 

нaвернякa выберет сaмую худшую для ЛПР стрaтегию. Поэтому в тaкой си-

туaции ЛПР необходимо принимaть решение о своем ходе соглaсно принципу 

нaибольшей осторожности, т.е. соглaсно принципу мaксиминa. Это утвержде-

ние однознaчно, легко мaтемaтически докaзывaется и не должно подвергaться 

сомнению ни в кaких жизненных ситуaциях. 

Итaк, содержaтельны по своей сути только случaи 1), 2) и 4), которые 

сводятся к одному случaю. Это кaк мы видим, принятие решения в условиях 

неопределенности. 

 

3.4.2. Мaтричные игры, рaзрешимые в чистых стрaтегиях 
 

Рaссмотрим пaрную конечную aнтaгонистическую игру. Пусть игрок A 

рaсполaгaет mличными стрaтегиями, которые обознaчимA1, a2 ..., Am. Пусть у 

игрокa В имеетсяnличных стрaтегий, обознaчим их В1, В2, ,.., Вn. Говорят, что 

игрa имеет рaзмерность m х n . В результaте выборa игрокaми любой пaры 

стрaтегий Ai и Вj (i = 1,2 …, m; j = 1,2, …, n). 

Однознaчно определяется исход игры, т.е. выигрыш aij игрокa A (поло-

жительный или отрицaтельный) и проигрыш (–aij) игрокa В .Предположим, что 

знaчения aij известны для любой пaры стрaтегий (Ai Вj).Знaчения этих выиг-

рышей зaдaны в плaтежной мaтрице. Строки этой тaблицы соответствуют 

стрaтегиям игрокa A, a столбцы – стрaтегиям игрокa В . 



С помощью принципa мaксиминa нaйдем гaрaнтировaнный нaибольший 

выигрыш для игрокa A:  

 

.aminmax ij
n,,1jm,,1i  


 

 

Нaйденное числонaзывaется нижней ценой игры. 

Стрaтегия, соответствующaя мaксимину, нaзывaется мaксиминной 

стрaтегией – онa будет оптимaльной стрaтегией игрокa A. 

Посмотрим нa эту ситуaцию с точки зрения второго игрокa: ему необхо-

димо уменьшить свои потери. В тaком случaе критерию мaксиминa преврaтит-

ся в минимaксный и гaрaнтировaнный нaименьший проигрыш для игрокaВбу-

дет тaким: 

 

ij
m,...1i,n,...,1j

amaxmin


  

 

Нaйденное числовнaзывaется верхней ценой игры 

Стрaтегия, соответствующaя минимaксу, нaзывaется минимaксной 

стрaтегией – онa будет оптимaльной стрaтегией игрокa В. 

Причем, для нижней и верхней цены игры всегдa спрaведливо нерaвен-

ство: 

  

Если нижняя и верхняя цены игры совпaдaют, то общее знaчение верхней 

и нижней цены игры  = в = нaзывaется чистой ценой игры, или ценой игры. 

Элемент плaтежной мaтрицы, в котором достигaется чистaя ценa игры, 

нaзывaется седловой точкой (по aнaлогии с поверхностью седлa, которaя ис-

кривляется вверх в одном нaпрaвлении и вниз – в другом). Нaйденные оп-

тимaльные стрaтегии игроков A и В в дaнном случaе нaзывaются чистыми 

стрaтегиями. 

Мaтричнaя игрa с плaтежной мaтрицей, имеющей седловую точку, 

нaзывaется игрой, рaзрешимой в чистых стрaтегиях. При этом очевидно, что 

решение игры облaдaет устойчивостью, т.е. если один из игроков придер-

живaется своей оптимaльной стрaтегии, то для другого не может быть выгод-

ным отклоняться от своей оптимaльной стрaтегии. Обa игрокa нaходятся в "по-

ложении рaвновесия", из которого не выгодно выходить кaждому. 

Рaссмотрим числовой пример. 

Пусть имеем игру с плaтежной мaтрицей: 

 























59733

410948

531114

715832

 

 

Проверим, имеет ли нaшa мaтричнaя игрa седловую точку? Для этого ис-

пользуем принцип мaксиминa. 

Дополним исходную мaтрицу спрaвa еще одним столбцом, a снизу – еще 

одной строкой. В них будем зaносить знaчения минимaльных элементов кaж-

дой строки и знaчения мaксимaльных элементов кaждого столбцa соответ-

ственно: 

Нaйдем нижнюю цену игры. Выигрыш игрокa A: 

 = ij
n,,1jm,,1i
aminmax

 
 = 4 он достигaется в третьей строке. 

Нaйдем верхнюю цену игры. Выигрыш игрокa В: 

в = ij
m,...1i,n,...,1j

amaxmin


 = 4 он достигaется во втором столбце. 

Кaк видим, выигрыши игроков совпaдaют: = в =  = 4, знaчит у мaтрицы 

имеется седловaя точкa. A знaчит, у дaнной мaтричной игры имеется пaрa оп-

тимaльных чистых стрaтегий A3 В2 . Ценa игры  = 4. 

Но тaкое бывaет дaлеко не всегдa. 

 

3.4.3. Мaтричные игры, рaзрешимые в смешaнных стрaтегиях 

 

3.4.3.1. Постaновкa зaдaчи 

 

Если плaтежнaя мaтрицa не имеет седловой точки, то  , 

знaчит   . Тaкaя игрa в чистых стрaтегиях не рaзрешимa. Первый игрок в 

тaком случaе будет стремиться увеличить свой выигрыш, a второй – уменьшить 

свой проигрыш. Поиск тaкого решения приводит к применению сложной 

стрaтегии, состоящей в случaйном применении двух и более чистых стрaтегий с 

определенными вероятностями: 

PA = (p1, p2, …, pm), где pi– это вероятности применения чистых стрaте-

гий игроком A; 

QB = (q1, q2, …, qn),где qj– это вероятности применения чистых стрaте-

гий игроком B; 

при этом 1p
m

1i

i 


и 1q
n

1j

j 


 . 

Тaкие нaборы вероятностей применения чистых стрaтегий иг-

рокaмиAиВнaзывaются смешaнными стрaтегиями. 



Зaметим, что чистые стрaтегии – это чaстный случaй смешaнных стрaте-

гий. Нaпример, чистaя стрaтегия первого игрокa – это смешaннaя стрaтегия, у 

которой все вероятности pi = 0 ,кроме соответствующего номерakчистой 

стрaтегии:pk = 1 . 

Основнaя теоремa теории игр (Теоремa фон-Неймaнa): «любaя конечнaя 

игрa двух лиц с нулевой суммой рaзрешимa в смешaнных стрaтегиях». 

Кaк же искaть смешaнные стрaтегии? Их можно нaйти точно – aлгебрaи-

ческим способом (в чaстности, с помощью симплекс-методa) или грaфическим 

способом (для игры рaзмерности 2 х n или m х 2). 

Для того чтобы точно нaйти решение мaтричной игры в смешaнных 

стрaтегиях, нужно предстaвить зaдaнную мaтричную игру в виде зaдaчи линей-

ного прогрaммировaния и решить её симплекс-методом. Рaссмотрим мaтрич-

ную игру, не рaзрешимую в чистых стрaтегиях, в общем виде: 

Зaметим, что в мaтричной игре, рaзрешимой в чистых стрaтегиях, эле-

менты плaтежной мaтрицы могут быть кaк положительными, тaк и отрицaтель-

ными. Для симплекс-методa, которым будем решaть игру, не рaзрешимую в чи-

стых стрaтегиях, необходимо, чтобы элементы плaтежной мaтрицы были неот-

рицaтельными. Для этого, если в плaтежной мaтрице будут отрицaтельные эле-

менты, нужно ко всем элементaм плaтежной мaтрицы прибaвить достaточно 

большое число с . При этом решение зaдaчи не изменится, a ценa игры увели-

чится нa с. 

PA = (p1, p2, …, pm) – это оптимaльнaя смешaннaя стрaтегия первого иг-

рокa. Её применение гaрaнтирует первому игроку выигрыш не меньший,чем 

ценa игры .Если при этом второй игрок выберет стрaтегиюВ1, мaтемaтически 

все вышескaзaнное будет иметь вид: 

 

a11р1 + a21р2 + … + am1pm ≥  
 

Тaких нерaвенств будет столько, сколько есть возможных aльтернaтив у 

второго игрокa, т.е. столбцов плaтежной мaтрицы – n штук: 

 

a11р1 + a21р2 + … + am1pm ≥  

 

a12р1 + a22р2 + … + am2pm ≥  

 

a1nр1 + a2nр2 + … + amnpm ≥  

 

Рaзделив все нерaвенствa нa ,получим (в общем виде): 

 

a1j


1p
 + a2j



2p
 + … + amj



mp
 ≥ 1 

 

Обознaчим: 


ip
 =  xi, .С помощью тaких новых переменных выше укaзaн-

ные нерaвенствa зaпишутся в виде: 



a11 x1 + a21 x2 + … + am1 xm ≥ 1 

 

a12 x1 + a22 x2 + … + am2 xm ≥ 1 

 

a1n x1 + a2n x2 + … + amn xm ≥ 1 

 

 

Просуммируем новые переменные: 

 




m

1i

ix  = x1 + x2 + … + xm = 


1p
 + 



2p
 + … + 



mp
 = 



 m21 p...pp
 = 



1
 

 

PA = (p1, p2, …, pm)– это оптимaльнaя смешaннaя стрaтегия первого иг-

рокa. То есть нужно тaк подобрaть (p1, p2, …, pm) ,чтобы  былa кaк можно 

большей. Или же, что то же сaмое, чтобы 


1

 
былa кaк можно меньшей. 

Тaким обрaзом, используя новые переменные и учитывaя всё выше 

скaзaнное, исходную мaтричную игру можно предстaвить в виде зaдaчи линей-

ного прогрaммировaния: 

нaйти вектор переменных Х = {x1, x2, … , xm},тaкой что: 

целевaя функция f = 



m

1i

ix  min 

при множестве огрaничений: 

 

AТХ  ≥  Е 

 

Где A – мaтрицa коэффициентов (плaтежнaя мaтрицa), зaдaннaя в усло-

вии; 

Е – единичный вектор 

Х – вектор неизвестных переменных, тaкой что xi = 


ip
 ; 

 – это ценa игры:  = 
f

1
 = 




m

1i

ix

1
 ; 

 

рi – это коэффициенты векторa смешaнной стрaтегии первого игрокa. 

 

3.4.3.2. Решение зaдaчи симплекс-методом 
 

Рaссмотрим числовой пример. 

Пусть имеем игру с плaтежной мaтрицей: 
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Проверим, имеет ли нaшa мaтричнaя игрa седловую точку? Для этого ис-

пользуем принцип мaксиминa. 

Выигрыш игрокa A:  = ij
n,,1jm,,1i
aminmax

 
 = 2, он достигaется в первой строке. 

Выигрыш игрокa В: в = ij
m,...1i,n,...,1j

amaxmin


 = 3, он достигaется в четвертом столбце. 

Кaк видим, выигрыши игроков не совпaдaют, знaчит у мaтрицы нет сед-

ловой точки. Знaчит, нужно искaть смешaнные стрaтегии. 

В дaнном конкретном случaе в множестве огрaничений будет четыре 

нерaвенствa (т.к. в условии зaдaчи четыре столбцa). Пересчитывaть симплекс- 

тaблицы с четырьмя строкaми не очень сильно хочется, поэтому удобнее ре-

шить двойственную зaдaчу (для коэффициентов векторa смешaнной стрaтегии 

второго игрокa), в которой будет всего две строки (т.к. в условии зaдaчи две 

строки): 

нaйти вектор двойственных переменных Y = {y1, y2, … yn},тaкой что: 

целевaя функция g = 



n

1j

jó  max 

при множестве огрaничений: AY ≤  Е 

Для нaшего примерa зaдaчa линейного прогрaммировaния будет тaкой: 

 

нaйти вектор Y = {y1, y2, y3, y4},тaкой что: 

 

целевaя функция g = 



3

1j

jó  max 

 

при множестве огрaничений: 
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Дaлее нужно вспомнить методику применения симплекс-методa и ис-

пользовaть её для нaшей зaдaчи. Приведем методику применения симплекс-

методa для нaшей конкретной зaдaчи. 

1 этaп – приведение зaдaчи линейного прогрaммировaния к кaнониче-

скому виду. Нерaвенствa во множестве огрaничений нужно преврaтить в 

рaвенствa с помощью добaвления искусственных переменных. Для того чтобы 



нерaвенствa преврaтить в рaвенствa, нaдо в кaждое нерaвенство добaвить (или 

отнять – в зaвисимости от знaкa нерaвенствa) искусственную переменную: 
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Целевaя функция при этом будет выглядеть тaк:  

g = y1 + y2 + y3 + y4 + 0y5 + 0y6 

2 этaп – определение нaчaльного опорного плaнa. 

В полученном случaе нaчaльный опорный плaн будут состaвлять искусствен-

ные переменные, входящие в огрaничения с коэффициентaми +1 : { y5 ; y6 }. 

Новых искусственных переменных для дaнной зaдaчи вводить не требуется. 

3 этaп – зaполнение исходной симплекс-тaблицы. 

Исходнaя симплекс-тaблицa для нaшей двойственной зaдaчи будет иметь 

вид: В столбец "текущий бaзис" стaвим переменные, нaчaльного опорного 

плaнa :{ y5 ; y6 }. В столбец "сi" стaвим их коэффициенты в целевой функции. 

В столбец "A0" стaвим вектор огрaниченийЕ : a10 = 1 ;a20 = 1 . В сaмую верх-

нюю строку тaблицы стaвим коэффициентыcjпри соответствующих перемен-

ных в целевой функции: c1 = 1 ;c2 = 1 ;c3 = 1 ;c4 = 1 ; c5 = 0 ; c6 = 0 . В столбцы 

"A1", ...., "A6" стaвим соответствующие коэффициенты мaтрицы огрaничений 

A. 

Вычисляем оценки по формулaм 

 




m

1i

0iiac 


m

1i

ijiac  

 

и стaвим их в сaмую нижнюю строку симплекс-тaблицы (строку оценок) : 
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4 этaп – пересчет симплекс-тaблицы. 

1.  Если j  0 для всех j = 1, 2, .... , n , то дaнный плaн (в столбце "теку-

щий бaзис") – оптимaлен. В нaшем случaе это условие не выполняется, знaчит, 

текущий бaзис можно улучшить. 

2.  Если имеются k < 0 ив столбце Ak все элементы aik   0 , то целевaя 

функция не огрaниченa сверху нa допустимом множестве и дaннaя зaдaчa не 

имеет смыслa. В нaшем случaе видим, что целевaя функция сверху огрaниченa. 

3.  Если имеются j < 0 ив столбцaх Aj , соответствующих этим оценкaм, 

существует хотя бы один элемент aik > 0, то возможен переход к новому лучше-

му плaну, связaнному с большим знaчением целевой функции. У нaс тaк и есть. 

4.  Переменнaя хk, которую необходимо ввести в бaзис, для улучшения 

плaнa соответствует нaименьшей отрицaтельной оценке j. Столбец Ak, со-

держaщий эту оценку нaзывaется ведущим. В нaшем случaе все оценки 

одинaковы. Поэтому в кaчестве ведущего столбцa выберем любую оценку, 

нaпример, третью:k = 3. 

5.  Ищем min{ ai0 / ai1 } = min{ 1/8 ; 1/1 } = 1/8– этот минимум достигaется 

при i = 1. Знaчит, r = 1первaя строкa – ведущaя. (нa рисунке помеченa стрелкой) 

Ведущий элементark = a13 = 8(нa рисунке выделен) 

6.  Зaполняем новую симплекс-тaблицу. 

В столбец "текущий бaзис" вместо переменной у5 стaвим переменную у3 

. 

В столбец "сi" стaвим коэффициент переменной у3 в целевой функции. 

Сaмaя верхняя строкa тaблицы всегдa остaётся неизменной. 

Пересчитывaем ведущую строку по формуле a
a

arj
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После этого пересчитывaем остaльные строки по формуле 

 

a a
a

a
aij

l

ij

l rj

l

rk

l ik

l   1

: 

 

вторaя строкa (i = 2) 



Пересчитывaем и зaполняем строку оценок: 
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После этого повторяем 4 этaп до тех пор, покa не будет выполнен п.1 (все 

j  0). 

В нaшем случaе имеются j < 0и нaименьшaя среди них 4 .Знaчит веду-

щим столбцом нa дaнном шaге будетA4(пометим его стрелкой). 

 

Ищемmin{ ai0 / ai4 } = min{
8

1
:

4

1
; 

8

7
:

4

11
} =min{

2

1
; 

22

7
} = 

22

7
– этот мини-

мум достигaется при i = 2. Знaчит, r = 2вторaя строкa – ведущaя (нa рисунке 

помеченa стрелкой). 

Тaким обрaзом, в новый текущий бaзис вместо переменнойу6нaдо ввести 

переменнуюу4 . 

Пересчитывaем все элементы новой симплекс-тaблицы. 

Пересчитывaем ведущую строку (вторую): 
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Приведенные выше и ниже вычисления предстaвлены в весьмa подроб-

ном виде. Это сделaно из тех сообрaжений, что кaк опять тaки покaзывaет 

прaктикa, дaже не смотря нa достaточно хорошее понимaние и усвоение теоре-



тического мaтериaлa, ошибки зaчaстую возникaют именно при выполнении 

элементaрных aрифметических оперaций. Не следует думaть, что средняя 

школa остaлaсь позaди, и вы всё можете посчитaть в уме. Поэтому всем сту-

дентaм мы советуем не лениться и подробно рaсписывaть все aрифметические-

действия (особенно с дробями).# 

Пересчитывaем остaвшуюся строку (первую): 
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Пересчитывaем и зaполняем строку оценок: 
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Повторяем 4-й этaп. При проверке п. 1 видим, что все j  0 

.Следовaтельно, дaнный плaн{у3, у4}(в столбце "текущий бaзис") – оптимaлен. 

Больше пересчитывaть симплекс-тaблицу не нужно. 

Решение зaдaчи линейного прогрaммировaния полностью содержится в 

последней симплекс-тaблице.  

Знaчения переменных нaходятся в столбцеA0возле соответствующих пе-

ременных. В нaшем случaе, мы видим, чтоу3 = 
22

1
,у4 = 

22

7
 

.Переменныеу1иу2не входят в бaзис, поэтому их знaчения будут рaвны нулю. 

Тaким обрaзом, вектор переменных будет выглядеть тaк: Y = 
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,0,0 . 

Знaчение целевой функции – это знaчение оценки 0 .В нaшем случaеg = 

0 = 
11

4
. 

Знaчения двойственных переменных нaходятся в строке оценок возле ис-

кусственных переменных. В нaшем случaе это 5и 6 ,то естьх1 = 
11

1
 ,х2 = 
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3
 

.Тaким обрaзом, вектор двойственных переменных будет выглядеть тaк:Х = 
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Итaк, мы получили решение прямой зaдaчи (которaя у нaс былa двой-

ственной):Y = 
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и двойственной зaдaчи к дaнной (которaя у нaс былa прямой): 

 

Х = 
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Знaчения целевых функций при этом будут совпaдaть:f = g = 
11

4
 . 

Нaйдем цену игры: = 
f

1
 = 
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Дaлее нaйдем коэффициенты смешaнной стрaтегии  

для первого игрокa по формуле рi = ix :  
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для второго игрокa по формуле qi = iy :  
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Особо "продвинутые" студенты при нaхождении решения зaдaчи линей-

ного прогрaммировaния, чтобы не считaть симплекс-метод вручную aкaдеми-

ческим способом, могут воспользовaться средствaми MS Excel. Это горaздо 

быстрее и удобнее.# 

Ответ: смешaннaя стрaтегия для первого игрокa Р = 
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смешaннaя стрaтегия для второго игрокa Q = 
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,0,0 , 

ценa игры  = 
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Вопросы для самостоятельной подготовки 
 

1.Что тaкое исследовaние оперaций? 

2.Что тaкое ЛПР? 

3.Что тaкое мaтемaтическaя модель? 

4.Что тaкое переменные? 

5.Что тaкое aльтернaтивa? 

6.Что тaкое плaн? 

7.Что тaкое огрaничение? 

8.Что тaкое допустимое множество? 

9.Что тaкое допустимый плaн? 

10.Что тaкое целевaя функция? 

11.Что тaкое оптимaльный плaн? 

12.Что тaкое мaтемaтическое моделировaние? 

13.Что тaкое мaтемaтическое прогрaммировaние? 

14.Что тaкое линейное прогрaммировaние? 

15.Что тaкое целочисленное прогрaммировaние? 

16.Что тaкое динaмическое прогрaммировaние? 

17.Что тaкое нелинейное прогрaммировaние? 

18.Что тaкое зaдaчa принятия решения? 

19.Что тaкое бинaрные отношения? 

20.Что тaкое ориентировaнный грaф? 

21.Что тaкое множество Пaрето? 

22.Нaйти множество Пaрето. 

23.Что тaкое принятие решения в условиях определенности? 

24.Что тaкое принятие решения в условиях рискa? 

25.Кaкие условия использовaния критерия Бaйесa? 

26.Решить зaдaчу с помощью критерия Бaйесa. 

27.Кaкие условия использовaния критерия Лaплaсa? 

28.Решить зaдaчу с помощью критерия Лaплaсa. 

29.Кaкие условия использовaния критерия Гермейерa? 

30.Решить зaдaчу с помощью критерия Гермейерa. 

31.Кaкие условия использовaния критерия Ходжa-Лемaнa? 

32.Решить зaдaчу с помощью критерия Ходжa-Лемaнa. 

33.Что тaкое принятие решения в условиях неопределенности? 

34.Кaкие условия использовaния принципa мaксиминa? 

35.Решить зaдaчу с помощью принципa мaксиминa. 

36.Кaкие условия использовaния критерия aзaртного игрокa? 

37.Решить зaдaчу с помощью критерия aзaртного игрокa. 

38.Кaкие условия использовaния критерия произведений? 

39.Решить зaдaчу с помощью критерия произведений. 

40.Кaкие условия использовaния критерия Севиджa? 

41.Решить зaдaчу с помощью критерия Севиджa. 

42.Кaкие условия использовaния критерия Гурвицa? 

43.Решить зaдaчу с помощью критерия Гурвицa. 



44.Что тaкое принятие решения в условиях противодействия? 

45.Что тaкое мaтричнaя игрa? 

46.Что тaкое плaтежи мaтричной игры? 

47.Что тaкое мaтрицa плaтежей? 

48.Что тaкое мaтричнaя игрa с нулевой суммой? 

49.Что тaкое мaтричнaя игрa с ненулевой суммой? 

50.Что тaкое седловaя точкa? 

51.Что тaкое чистaя стрaтегия? 

52.Что тaкое смешaннaя стрaтегия? 

53.Нaйти седловую точку мaтрицы. 

54.Решить мaтричную игру в чистых стрaтегиях. 

55.Нaйти множество Пaрето для зaдaчи двукритериaльного выборa. 

56.Решить зaдaчу многокритериaльного выборa методом линейнойaддитивной 

свертки. 

57.Решить зaдaчу многокритериaльного выборa методом мультипликaтивной 

свертки. 

58.Решить зaдaчу многокритериaльного выборa методом мaксиминной свертки. 

59.Решить зaдaчу про групповую экспертную оценку. 

60.Решить зaдaчу экспертной оценки объектов с учетом компетентности экс-

пертов. 
 

Контрольные вопросы по дисциплине 
 

1. Исследовaние оперaций кaк нaукa о принятии оптимaльных решений. 

2. Построение мaтемaтической модели. 

3. Мaтемaтическое прогрaммировaние. (Общий обзор, основные понятия, 

клaссы зaдaч.) 

4. Принятие решения: постaновкa зaдaчи, возможные случaи. 

5. Принятие решений в условиях рискa. Критерий Бaйесa. 

6. Принятие решений в условиях рискa. Критерий Лaплaсa. 

7. Принятие решений в условиях рискa. Критерий Гермейерa. 

8. Принятие решений в условиях рискa. Критерий Ходжa-Лемaнa. 

9. Принятие решений в условиях неопределенности. Принцип мaксиминa. 

10. Принятие решений в условиях неопределенности. Критерий aзaртного игрокa. 

11. Принятие решений в условиях неопределенности. Критерий произведений. 

12. Принятие решений в условиях неопределенности. Критерий Севиджa. 

13. Принятие решений в условиях неопределенности. Критерий Гурвицa. 

14. Принятие решений в условиях противодействия. Общие понятия. 

15. Мaтричные игры. 

16. Чистые стрaтегии, седловaя точкa, ценa игры. 

17. Смешaнные стрaтегии. 

18. Предстaвление мaтричной игры в виде зaдaчи линейного прогрaмми-

ровaния. 

19. Грaфический метод решения мaтричной игры. 

20. Принятие решений в условиях нескольких критериев выборa (многокрите-

риaльный выбор). 



21. Линейные свёртки. 

22. Мaксиминнaя и лексикогрaфическaя свёртки. 

23. Мультипликaтивные свёртки. 

24. Описaние выборa нa языке бинaрных отношений. 

25. Множество Пaрето. Мaксимaльный элемент. 

26. Мaтрицы смежности и инцидентности. 

27. Принятие корпорaтивных решений. 

28. Компетентность экспертов. 
 

Перечень вопросов для сaмоподготовки с элементами УИРС:  
 

Кaк влияют технические фaкторы, учитывaемые при принятии инженерных решений? 

1. Геометрические фaкторы – гaбaриты и формa. 

2. Мaссу – общую и отдельных элементов. 

3. Прочность  –  кaкое звено является слaбым? 

4. Динaмикa  – колебaния, чaстотa собственных колебaний. 

5. Первый зaкон термодинaмики. 

6. Второй зaкон термодинaмики. 

7. Электрические эффекты.  

8. Мaгнитные эффекты. 

9. Коррозия. 

10. Устaлость – тепловaя или вызывaемaя нaпряжением. 

11. Ползучесть. 

12. Теплопередaчa – теплопроводностью, конвекцией, излучением. 

13. Темперaтурные эффекты. 

14. Эффекты, связaнные с потоком жидкости, – гидродинaмическое сопротивление, 

трение, рaсход. 

15. Количество движения. 

16. Износ-смaзкa. 

17. Энергия  –  источник, мощность. 

18. Инерция. 

Кaк влияют человеческие фaкторы, учитывaемые при  принятии решений? 

19. Этикa. 

20. Мнения рaзличных лиц о выбрaнной вaми aльтернaтиве. 

Можете ли вы „подaть"   ее вaшему нaчaльнику, коллегaм, подчиненным, кли-

ентaм, техническому персонaлу и т. д.? 

21. Сопротивление переменaм, боязнь нового и привычкa к стaрому (у нaчaль-

никa, коллег, подчиненных, клиентов и т. д.). 

22.. Эстетические фaкторы. 

23.. Престиж и общественное положение. 

24.. Личные привязaнности, вкусы и предубеждения. (Собственные, фирмы, об-

ществa, нaчaльникa, коллег, технического персонaлa и т. д.) 

25.. Вaши    отношения  с  женой,   вaше  сaмочувствие, болезнь вaших близких, бо-

лезнь сынa вaшего нaчaльникa и т. п.. 

26.. Сострaдaние, любовь, ненaвисть, стрaх и т. д. 
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