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ВВЕДЕНИЕ 

 

Операционное (символическое) исчисление применяется для реше-

ния линейных обыкновенных дифференциальных уравнений и дифференциаль-

ных уравнений с частными производными, дифференциально-разностных 

уравнений и интегральных уравнений типа свёртки, к которым приводятся за-

дачи по переходным процессам линейных физических систем электротехники, 

радиотехники, импульсной техники, теории автоматического регулирования и 

других отраслей науки и техники. 

О значении операционного исчисления английский математик 

Э.Т. Уиттекер писал: «…мы должны считать операционное исчисление наряду 

с открытием Пуанкаре автоморфных функций и открытием Риччи тензорно-

го исчисления тремя наиболее важными успехами математики за последнюю 

четверть девятнадцатого века». 

Начало развития операционного исчисления было уже в работах Лейбни-

ца (1646-1716), Л. Эйлера (1707-1783), Лагранжа (1736-1813), Лапласа (1749-

1827), Фурье (1768-1830), Коши (1789-1857). 

Английский инженер-электрик Оливер 

Хевисайд, применяя операционное исчисле-

ние к решению дифференциальных уравне-

ний, получил ряд важных результатов по 

сложным проблемам теории электромагнит-

ных колебаний в проводах. О. Хевисайд по-

ложил начало систематическому приложению 

символического исчисления к решению физи-

ко-технических задач, поэтому создание сим-

волического исчисления обычно и связывают 

с его именем.                                                          Оливер Хевисайд (1850 – 1925) 

Однако первоначальная разработка символического метода была выпол-

нена задолго до появления работ О. Хевисайда в трудах эльзасского математика 
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Ф. Арбогаста, французских математиков М. Франсэ и Лобатто, английских ма-

тематиков Д.Ф. Грегори, П. Буля, Р. Кармайкла и других. Начинателем разра-

ботки символического исчисления в России является профессор Киевского 

университета Михаил Егорович Ващенко-Захарченко (1825-1912), который в 

книге «Символическое исчисление и приложение его к интегрированию линей-

ных дифференциальных уравнений» дает подробное изложение о символах и 

их свойствах, рассматривает приложение символического исчисления к реше-

нию линейных обыкновенных дифференциальных уравнений и уравнений с 

частными производными.  

Широко применяемое в трудах О. Хевисайда операционное исчисление 

не получило математического обоснования и встретило отрицательное отноше-

ние со стороны математиков. Почти никто из них не относился серьезно к это-

му методу решения линейных дифференциальных уравнений. Строгое обосно-

вание и развитие операционное исчисление получило на основе интегральных 

преобразований в работах Дж. Карсона, Бромвича, Леви и других. 

 

 

 

 

 

 

 

 

         

          

  Леонард Эйлер (1707-1783)             Пьер Симон Лаплас (1749–1827) 

 

Преобразование Лапласа 




 dttfepF pt )()(  преобразовывает опреде-

ленный класс функций-оригиналов )(tf  действительного переменного t  в 
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функции-изображения )( pF  комплексного переменного p . Преобразование 




b

a

pt dttfepF )()(  впервые (1737) было введено Л. Эйлером. Лапласом были 

выяснены (1782) свойства этого преобразования, а также введены бесконечные 

пределы интегрирования, что сделало возможным применение преобразования 

Эйлера – Лапласа в приложениях. 

Американский инженер Дж. Карсон показал (1926) связь между операци-

онным исчислением и интегральным преобразованием Лапласа, установил со-

отношение между оригиналом )(tf  и его изображением )( pF  в виде инте-

грального уравнения 




 dttfeppF pt )()(  относительно неизвестной функции 

)(tf . 

Обратную зависимость между оригиналом )(tf  и его изображением 

)( pF  получил английский математик Томас Джон Бромвич (1875 – 1930) в ви-

де контурного интеграла 







is

is

pt dp
p

pF
e

i
tf

)(

2

1
)(


     (*) 

в комплексной области isp  , где интегрирование ведется по любой пря-

мой, параллельной мнимой оси плоскости и расположенной вправо от всех осо-

бых точек функции 
p

pF )(
. Следует отметить, что Дж. Бромвич – один из не-

многих математиков того времени, который заинтересовался операционным 

исчислением и обнаружил, что методы Хевисайда могут быть строго обоснова-

ны с помощью теории функций комплексной переменной. Он написал Хеви-

сайду о том, что решение уравнений методом операционного исчисления сво-

дится к вычислению контурных интегралов в комплексной плоскости и между 

ними завязалась оживленная переписка. По существу, Бромвич обосновал опе-

рационное исчисление с помощью преобразования Лапласа, он разработал ме-

тод, который был строгим с математической точки зрения и давал те же резуль-
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таты, что и операционное исчисление в том виде, в каком оно было разработано 

Хевисайдом. Но, получив обоснование операционных методов Хевисайда, 

Бромвич за последующие несколько лет пришел к заключению, что на практике 

более удобно прямо использовать именно методы Хевисайда в их первоначаль-

ном виде, а не метод контурных интегралов. 

Интеграл (*) был получен (1859) задол-

го до Бромвича немецким математиком 

Б.Риманом в работе «О числе простых чисел, 

не превышающих данной величины», как 

следствие одного преобразования, и строго 

доказан (1902) финским математиком Робер-

том Меллином, поэтому обычно называется 

интегралом Римана – Меллина. 

Французский математик П.Леви пока-

зал, что решение интегрального уравнения 

Карсона представляется контурным интегра-

лом Бромвича и наоборот. 

Георг Фридрих Бернхард Риман 

               (1826 – 1866) 
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 1 КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА 

  

1.1 Понятие комплексного числа 

 

Комплексные числа возникли при решении алгебраических уравнений. 

Математики не могли согласиться с тем, что уравнение 012 z  имеет реше-

ние, а уравнение 012 z  – нет. Поскольку среди действительных чисел нет ни 

одного, квадрат которого бы равнялся −1, то договорились, что таким свой-

ством будет обладать символ j , т.е. 12 j . Поэтому уравнение 012 z  име-

ет два решения: jz   и jz  , как и обычное квадратное уравнение. Так по-

явились сначала в математической среде, а потом и в технических науках ком-

плексные числа. В настоящее время раздел комплексного анализа – современ-

ная ветвь математики, широко развитая, которая находит применение во мно-

гих инженерных дисциплинах. 

Определение.   Комплексным числом называется число вида 

jbaz  ,             (1.1) 

где za Re  − действительная часть комплексного числа z ; zb Im  − мнимая 

часть комплексного числа  z ; Rba , ; j − мнимая единица. 

Множество всех комплексных чисел обозначается C. Формула (1.1) назы-

вается также алгебраической формой записи комплексного числа. Примеры 

комплексных чисел: j32  ,   j5 ,   j1 . 

Если 0b , комплексное число превращается в действительное: bz  . 

Поэтому множество действительных чисел является подмножеством комплекс-

ных чисел: CR  . Комплексное число, у которого 0,0  ab , называется чи-

сто мнимым. Комплексный нуль – это j00  , но пишут и просто 0.  

Два комплексных числа 111 jbaz   и 222 jbaz   считаются равными, 

если равны их действительные и мнимые части: 21 aa  , 21 bb  . Неравенства 

для комплексных чисел смысла не имеют. 
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Если действительные части двух комплексных чисел одинаковы, а мни-

мые части отличаются только знаком, то такие числа называются комплексно- 

сопряженными. Обозначают число, комплексно-сопряженное к числу (1.1) , 

следующим образом: jbaz  . 

 

1.2 Тригонометрическая и показательная форма записи комплекс-

ных чисел 

 

Так как комплексное число имеет две компоненты, действительную и 

мнимую части, его можно трактовать и как точку координатной плоскости и 

как двумерный вектор. Обе возможности используются в математике. Ком-

плексной плоскостью называют декартову плоскость, на которой изображают 

комплексные числа. На оси Ox откладывают действительную часть числа и по-

тому эту ось называют также действительной, а на оси Oy  откладывают 

мнимую часть комплексного числа, поэтому ось Oy  – мнимая. Чтобы отли-

чать комплексную плоскость от обычной декартовой, ее обозначают символом 

. Рисунок 1.1 демонстрирует изображение комплексного числа на ком-

плексной плоскости, как в виде точки, так и в виде радиус-вектора этой точки.  

Если на комплексной плоскости ввести полярную систему координат, то 

комплексное число можно связать также с полярным радиусом   и полярным 

углом  . Из рисунка 1.1 видно, что действительная часть комплексного числа 

равна  cos , а его мнимая часть совпадает с   sin . Поэтому вообще ком-

плексное число можно также записать в виде 

  sincos jz  .            (1.2) 

Формула (1.2) называется тригонометрической формой записи комплекс-

ного числа.  Величина z  называется его модулем, а zArg  − его ар-

гументом. 
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Рис. 1.1. Геометрическая интерпретация комплексного числа 

 

Очевидно, аргумент определен лишь с точностью до постоянного слагае-

мого Zkk ,2 . Поэтому равенство двух комплексных чисел в тригонометри-

ческой форме можно сформулировать так: два комплексных числа равны, если 

они имеют одинаковые модули, а их аргументы отличаются на Zkk ,2 . Одно 

из значений zArg , которое принадлежит интервалу длины 2 , называют 

главным значением и обозначают zarg . Отметим, что аргумент числа 0 не 

определен. Мы будем брать главное значение из интервала   ; , поэтому 

ZkkzzArg  ,2arg  , 

  zarg . 

 Таким образом, перейти от тригонометрической формы записи комплекс-

ного числа к алгебраической форме можно с помощью формул 

 sin,cos  ba . 

Обратный переход может быть осуществлен по формулам: 

22 baz  , 
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 Если обозначить  sincos je j  , то получим показательную форму 

записи комплексного числа z  в виде 

 jez  . 

 Пример 1.1 

 Число jz  1  задано в алгебраической форме. Найти его тригономет-

рическую и показательную формы. 

Решение. 

 Найдем модуль заданного комплексного числа   211 22
 z  и 

главное значение аргумента 
4

3

4
1

1

1
arg


 


 arctgarctgz . 

Поэтому тригонометрическая форма заданного комплексного числа имеет вид 











4

3
sin

4

3
cos2


jz , а показательная форма записи – 4

3

2


j

ez  . 

 

 1.3 Арифметические действия с комплексными числами 

 

 Для двух комплексных чисел 

 111111 sincos  jjbaz  , 

 222222 sincos  jjbaz   

рассмотрим четыре арифметических действия. 
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1. Сложение 

Чтобы найти сумму двух комплексных чисел, надо отдельно сложить их 

действительные и мнимые части: 

       2121221121 bbjaajbajbazz  . 

Заметим, что сумма комплексно-сопряженных чисел является действительным 

числом: 

    ajbajbazz 2 . 

 Пример 1.2   

Найти сумму двух комплексных чисел jz 531   и jz 722  . 

Решение 

        jjjjzz 217523725321  . 

 

2. Вычитание 

Вычитание комплексных чисел определяют как действие, обратное сло-

жению. Поэтому действительная и мнимая части разности 21 zz   равны, соот-

ветственно, разности действительных и мнимых частей чисел 1z  и 2z . 

Сложение и вычитание комплексных чисел можно выполнять и в геомет-

рической форме, учитывая их представление в виде векторов. Начала векторов 

совмещают с началом координат. Сумму находят по правилу параллелограмма 

(рис. 1.2) как одну из его диагоналей, выходящую из начала координат, а раз-

ность – как другую диагональ, перенесенную параллельным переносом к нача-

лу координат. 

 Аналитически вычитание двух комплексных чисел проводят следующим 

образом: 

       2121221121 bbjaajbajbazz  . 

 Пример 1.3.   

Найти разность двух комплексных чисел jz 531   и jz 722  . 

Решение 

         jjjjzz 1257523725321  . 
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Рис. 1.2. Сложение и вычитание векторов 

 

3. Умножение 

Комплексные числа умножают по правилу умножения многочленов, при-

нимая во внимание, что 12 j : 

    
  

   12212121

21
2

122121221121

babajbbaa

bbjbjabjaaajbajbazz




              (1.3) 

  

Пример 1.4   

Найти произведение двух комплексных чисел jz 531   и jz 722  . 

Решение 

   jjjjjjzz 312935102167253 2
21  . 

Важное значение имеет результат умножения комплексно-сопряженных 

чисел: 

   222222 zbabjabjabjajbajbazz  . 

Очевидно, он оказывается действительным числом, которое равно квад-

рату модуля этих чисел. Это свойство комплексно-сопряженных чисел исполь-

зуется в операции деления комплексных чисел (см. далее). 

Формулу (1.3) можно представить в тригонометрической форме: 
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    212121

2121212121

21
2

21212121

22211121

sincos

sincoscossinsinsincoscos

sinsincossinsincoscoscos

sincossincos

















j

j

jjj

jjzz

 

Таким образом, 

    21212121 sincos   jzz . 

Следовательно, в этом случае правило умножения звучит так: чтобы пе-

ремножить два комплексных числа в тригонометрической форме, надо умно-

жить их модули, а аргументы сложить. 

 Пример 1.5 

Найти произведение двух комплексных чисел jz 11  и jz  32 . 

Решение 

Запишем комплексные числа в тригонометрической форме: 

1) 211 22
11  z , 

41

1
arg 11


  arctgz , тогда 











4
sin

4
cos21


jz . 

2)     21313
22

22  z , 
63

1
arg 22


 


 arctgz , тогда 




























6
sin

6
cos21


jz . 

Таким образом, 





































12
sin

12
cos22

64
sin

64
cos2221


jjzz . 

 

 Поскольку 
2

sin
2

cos


jj  , то умножение любого комплексного числа 

  sincos jz   на мнимую единицу приводит к повороту вектора z  на 

угол 
2


 на комплексной плоскости: 
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2
sin

2
cos





 jjz . 

Этот факт используется при расчете векторных диаграмм тока и напряжения 

в электрических цепях. 

 

4. Деление 

Чтобы разделить комплексное число 1z  на число 02 z в алгебраической 

форме, надо числитель и знаменатель дроби 
2

1

z

z
 умножить на число 2z , ком-

плексно сопряженное знаменателю: 

  
   2

2
2
2

2112

2
2

2
2

2121

2222

2211

22

11

2

1

ba

baba
j

ba

bbaa

jbajba

jbajba

jba

jba

z

z



















 . 

 Пример 1.6 

Найти частное от деления  двух комплексных чисел jz 321   и 

jz 532  . 

Решение 

  
  

j
j

j

jjj

jj

jj

j

j

z

z

34

19

34

9

34

199

259

159106

5353

5332

53

32
2

2

2

1 
















 . 

 

Деление в тригонометрической форме выполняется так: модули ком-

плексных чисел делятся, а их аргументы вычитаются: 

 
 

    2121
2

1

222

111

2

1 sincos
sincos

sincos














 j

j

j

z

z
. 

 

5. Возведение в натуральную степень 

Из правила умножения комплексных чисел в тригонометрической форме 

следует так называемая формула Муавра, предназначенная для возведения 

комплексного числа в натуральную степень: 

     njnjz nnn sincossincos  . 
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Эту формулу удобно использовать, когда n  достаточно велико. 

 Пример 1.7 

Найти комплексное число  20
1 jz  . 

Решение 

 Запишем число j1  в тригонометрической форме: 

  211
22  z , 

4
1

1

1
arg


 


 arctgarctgz , тогда 




























4
sin

4
cos21


jj . Применим формулу Муавра: 

        

       .1024sincos10244sin4cos1024

5sin5cos1024
4

20
sin

4

20
cos21

2020



































jj

jjjz
 

 

6. Извлечение корня 

Определение. Корнем n -ой степени из комплексного числа z  называ-

ется комплексное число w , которое удовлетворяет уравнению 

Nnzwn  , . 

Если   sincos jz  ,   sincos jrw  , то такое уравнение можно 

переписать в виде 

    sincossincos jnjnr n  . 

Отсюда  

Zkknr n  ,2,  , 

или  

Zk
n

k
r n 


 ,

2
,


 . 

Различные корни получаются лишь при 1...,,2,1,0  nk . 

 Таким образом, если 0z , то n z  имеет ровно n  значений, которые мо-

гут быть найдены по формуле: 
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1...,,2,1,0,
2

sin
2

cos 






 



 nk

n

k
j

n

k
zw nn

k


 . 

 Геометрически числа kw  изображаются вершинами правильного n -

угольника, вписанного в круг радиуса   с центром в начале координат (рис. 1.3). 

    

      

Рис. 1.3. Геометрическая интерпретация корней n -ой степени из ком-

плексного числа 

 

 Пример 1.8 

Найти все значения 4 1 . 

Решение 

 Используем представление числа 1z  в тригонометрической форме: 

  101 22
 ,  




1

0
arg arctgz , значит,  sincos1 j . Имеем 
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3,2,1,0,
4

2
sin

4

2
cossincos 





 k

k
j

k
jw n

k


 , следовательно, 

2

2

2

2

4
sin

4
cos1 jjw 


;     

2

2

2

2

4

3
sin

4

3
cos2 jjw 


; 

2

2

2

2

4
sin

4
cos

4
sin

4
cos

4

5
sin

4

5
cos3 jjjjw 



























2

2

2

2

4
sin

4
cos

4
2sin

4
2cos

4

7
sin

4

7
cos4 jjjjw 


























. 

На рисунке 1.4 изображен четырехугольник, вершинами которого явля-

ются числа 4321 ,,, wwww . 

 

Рис. 1.4. Корни 
4 1  
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2 ФУНКЦИИ КОМПЛЕКСНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ 

 

2.1  Области и их границы на комплексной плоскости 

 

Определение. Областью D комплексной плоскости (z) называется связ-

ное открытое множество точек этой плоскости. 

 Определение. Множество называется связным, если любые две его точ-

ки можно соединить непрерывной линией, все точки которой принадлежат это-

му множеству. 

Определение. Множество называется открытым, если оно состоит из 

одних внутренних точек. 

Определение. Точка z называется внутренней точкой области, если 

существует окрестность точки, принадлежащая этой области.  

Определение. Если в любой окрестности данной точки z есть точки, 

принадлежащие и не принадлежащие области, то точка z – граничная точка 

области. Множество всех граничных точек образует границу области Г.  

Определение. Область с присоединенной к ней границей называется за-

мкнутой областью и обозначается D . 

Положительным направлением обхода границы области считается такое 

направление, при котором область остается слева. 

Определение. Линия, не имеющая самопересечений, называется про-

стой линией. Линия, у которой конец совпадает с началом, называется за-

мкнутой. 

Определение. Область D , ограниченная замкнутой, не самопересекаю-

щейся линией, называется односвязной.  Область D , ограниченная двумя за-

мкнутыми, не пересекающимися и не самопересекающимися линиями, называ-

ется двусвязной. Внутренние границы могут вырождаться в точку или дугу 

непрерывной линии. 
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Рис. 2.1 Примеры замкнутых областей 

    

В теории функции комплексной переменной бесконечность считают комплекс-

ным числом ( z ).  Геометрически ему соответствует так называемая беско-

нечно удаленная точка на комплексной плоскости. Комплексная плоскость с 

бесконечно удаленной точкой называется расширенной плоскостью, а без бес-

конечно удаленной точки – открытой плоскостью. 

Линия на комплексной плоскости может быть задана параметрически 

     tiytxtz  , или, заменив 
i

zz
y

zz
x

2
,

2





 , в виде   0, zzF . 

 

Пример 2.1. Построить область на комплексной плоскости 

  12Re0  iz . 

Решение 

Запишем выражение  iz2Re  в прямоугольных координатах: 

       yyixiyxiiz 222Re2Re2Re  . 

Тогда неравенство имеет вид: 120  y  или 0
2

1
 y .  

Область изображена на рисунке 2.2  и представляет собой полосу между пря-

мыми 
2

1
y  и 0y . 
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2

1
  

0 

у 

х 

Рис. 2.2 

 

 

 

 

 

 

 

Пример 2.2. Построить область на комплексной плоскости 

 











.
2

2arg
4

,221


z

z

 

Решение 

Переходя к прямоугольным координатам, из 

первого неравенства системы получаем 

  221 22
 yx . Это кольцо с центром 

2z . Второе неравенство «вырезает» часть 

этого кольца в диапазоне от 
4


  до 

2


. Иско-

мая область изображена на рисунке 2.3. 

   Рис. 2.3 

             

2.2    Понятие функции комплексной переменной 

 

Пусть даны две расширенные плоскости комплексных чисел (z) и (w).  

Определение. Если каждому комплексному числу z, принадлежащему 

области D комплексной плоскости (z), поставлено в соответствие одно или не-

сколько комплексных чисел w, принадлежащих некоторой области G  ком-

плексной плоскости (w), то говорят, что в области D определена комплексная 

функция  zfw  , однозначная или многозначная соответственно. 
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 Множество D называется областью определения функции  zf , а множе-

ство G – областью значений этой функции. В этом случае говорят, что функция 

 zfw   осуществляет отображение точек комплексной плоскости (z) на соот-

ветствующие точки комплексной плоскости (w) (Рис. 2.4).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Если ivuw   есть функция от iyxz  , то каждая из переменных u  и 

v  является функцией x  и y . Тогда функция  zfw   может быть представлена 

с помощью двух действительных функций    yxvvyxuu ,,,   действительных 

переменных x  и y :    yxivyxuw ,,  , где     wyxvwyxu Im,,Re,  . 

Если в плоскости (z) кривая задана уравнением   0, yxF , то функция 

  ivuzfw   отобразит кривую в некоторый образ   0,  vu  на плоскости 

(w). Чтобы найти  vu, , надо исключить x  и y  из системы уравнений: 

 

 

 













.0,

,,

,,

yxF

yxvv

yxuu

 

 

 Пример 2.3. Найти ww Im,Re  для функции izzw  2 . 

Решение 

Пусть iyxz  , тогда  

       xxyiyyxyiixyixyixiyxiiyxw  22 2222222
. 

 zfw   

y 

x 

D 

0 

z w 

u 

G 

0 w 

z 

w 

Рис. 2.4 
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Таким образом,   yyxyxuw  22,Re ,   xxyyxvw  2,Im . 

 

Пример 2.4. Найти отображение точки iz 0  плоскости (z) на плоскость 

(w), если 2zw . 

Решение 

iz 0 , тогда 1,0 00  yx . Функция   xyiyxiyxw 2222
 , 

    110210
22

1
0

0
0 


 iw

y
x . Таким образом, точка iz 0  отобража-

ется в точку 10 w . 

 

2.3    Основные элементарные функции в комплексной плоскости 

 

1. Комплексный многочлен n
nn azazaw   ...1

10  и дробно-

рациональная функция 

m
mm

n
nn

bzbzb

azaza
w










...

...
1

10

1
10 , Nnm , . 

 

Частными случаями этих функций являются: 

а) линейная функция 0,,,  aCbabaz ; 

б) дробно-линейная функция 0,0,,,,, 



bcadcCdcba

dcz

baz
; 

в) функция Жуковского 









z
z

1

2

1
; 

г) степенная функция Nnzn , . 

 

2. Показательная функция  yiyeeeeew xiyxiyxz sincos   . 

Свойства показательной функции: 

а) Czzeee
zzzz




21,,2121 ; 

б) zkiz ee  2 , ....2,1,0 k  
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3. Тригонометрические функции 
2

cos,
2

sin
iziziziz ee

z
i

ee
z

 



 . 

Тригонометрические функции tgz  и ctgz  определяются формулами: 

z

z
ctgz

z

z
tgz

sin

cos
,

cos

sin
 . 

 

4. Логарифмическая функция kiziziArgzzLnz 2arglnln  , 

....2,1,0 k  Эта функция является многозначной. Главным значением назы-

вается то значение, которое получается при 0k , и обозначается zln , то есть: 

zizz arglnln  . 

Справедливы следующие равенства: 

  2121 LnzLnzzzLn  ,  21
2

1 LnzLnz
z

z
Ln 








, 

LnznzLn n  , Lnz
n

zLn n 1
 . 

 

5. Общая степенная функция Caez Lnzaa  , . Эта функция многозначна, 

её главное значение равно zae ln . Если 
n

a
1

 , Nn , то получаем многознач-

ную функцию – корень n-ой степени из комплексного числа: 

  
n

kz
i

n
kziz

nnn ezezz




2arg
2argln

11 


 . 

 

6. Общая показательная функция Caea zLnaz  , . Главное значение 

функции равно aze ln . 

 

7. Обратные тригонометрические функции являются многозначными и 

выражаются через логарифмические функции следующими формулами: 
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  21sin ziziLnzArc , 






  1cos 2zziLnzArc , 

iz
iz

iz
Ln

i
Arctgz 




 ,

1

1

2
, iz

iz

iz
Ln

i
Arcctgz 




 ,

2
. 

 

Пример 2.5. Вычислить isin . 

Решение 

Воспользуемся формулой 
i

ee
z

iziz

2
sin


  при iz  , получим: 

1
222

sin
11

shi
ee

i
i

ee

i

ee
i

iiii













. 

 

Пример 2.6. Вычислить  iLn 23  . 

Решение 

     

,2
3

2
13ln

2

1

2
3

2
23ln223arg23ln23

22







































karctgi

karctgikiiiiiLn





 

 
3

2
13ln

2

1
23 arctgiiLn  . 

 

Пример 2.7. Вычислить   i
iw

3
31 . 

Решение 

   
    

      ,2ln3sin2ln3cos

31

612ln36
2

3
2ln3

2331ln3
3133

22

ieeee

eeiw

kik
kii

karctgii
iLnii











































 

где ...,2,1,0 k  
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2.4 Предел и непрерывность функции комплексной переменной 

 

Пусть задана последовательность комплексных чисел 

   ...,....,,, 21 nn zzzz  . 

Определение. Комплексное число a  называется пределом последова-

тельности  nz , если для любого положительного числа   существует такой 

номер N , начиная с которого  все члены последовательности  nz  удовлетво-

ряют неравенству:  azn . 

Последовательность  nz , имеющая предел а , называется сходящейся к 

числу а , и записывают azn
n




lim . 

Каждой последовательности комплексных чисел  nz  соответствуют две 

последовательности действительных чисел  nx  и  ny , где nnn yixz  , 

...,2,1n . 

Теорема 1. Последовательность  nnn yixz   сходится к числу 

 ia   тогда и только тогда, когда 


n
n

xlim , 


n
n

ylim . 

Пусть задана последовательность комплексных чисел 

   ...,....,,, 21 nn zzzz  . 

Определение. Если для любого сколь угодно большого числа 0M  су-

ществует натуральное число N  такое, что все члены nz  последовательности с 

номерами Nn   удовлетворяют неравенству Mzn  , то говорят, что последо-

вательность  nz  сходится к бесконечно удаленной точке, и пишут 




n
n

zlim . 

Определение. Окрестностью точки 0z  на комплексной плоскости 

называется всякая область, содержащая эту точку;  окрестностью точки 

0z  называется множество всех точек z , лежащих внутри круга радиуса   с 
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центром в точке 0z , т.е. множество всех точек z , удовлетворяющих неравен-

ству  0zz . 

Пусть функция  zf  определена в некоторой окрестности   точки 0z , 

кроме, быть может, самой точки 0z . 

Определение. Число А называется пределом функции  zf  в точке 0z , 

если для любой последовательности  nz , 0zzn  , сходящейся к точке 0z , со-

ответствующая ей последовательность значений функции   nzf  сходится к 

одному и тому же комплексному числу А, т.е.   Azf
zz


 0

lim . 

Существование предела  zf
zz 0

lim


, где  

     yxivyxuzf ,,  ,   000 iyxz  , 

равносильно существованию двух пределов   yxu

yy
xx

,lim

0

0



 и  yxv

yy
xx

,lim

0

0



, причем  

     yxviyxuzf

yy
xx

yy
xxzz

,lim,limlim

0

0

0

00






 . 

 Пределы функций комплексной переменной обладают следующими 

свойствами. Пусть существуют пределы   Azf
zz


 0

lim ,   Bzg
zz


 0

lim . Тогда 

1)      BAzgzf
zz


 0

lim ; 

2)      BAzgzf
zz


 0

lim ; 

3) 
 
 

0,lim
0




B
B

A

zg

zf

zz
. 

Определение. Функция  zf , заданная в области D , называется непре-

рывной в точке Dz 0 , если    0
0

lim zfzf
zz




. 

Для непрерывности функции      yxivyxuzf ,,    в точке 000 iyxz    

необходимо и достаточно, чтобы функции    yxvyxu ,,,  были непрерывны в 

точке  00 , ух . 
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Определение. Функция  zf  называется непрерывной в области D , ес-

ли она непрерывна в каждой точке этой области. 

Для непрерывных функций комплексной переменной z  справедливы все 

свойства непрерывных функций действительной переменной х . 

Пример 2.8. Вычислить пределы  

1) 
  

  iiz
iz

iziz

iz

izz

iziziz
23lim

3
lim

0

034
lim

2





















; 

2) 











































2

2

2

2

2

2

4
sin

4
cos

4
sin

44

4
sin

sin
lim

4









 i
ish

i
ch

i
i

ishzchz

iz

i
z

; 

3) 
 

.1
cos

cos
lim

cos
lim

00





 z

z

chiz

z

zz
 

 

2.5 Дифференцирование функции комплексной переменной. 

Условия Коши-Римана. Аналитические и гармонические сопряженные 

функции 

 

Пусть функция  zfw   определена в некоторой области D комплексной 

переменной z . Пусть точки z  и zz   принадлежат области D. Обозначим 

   zfzzfw  , yixz  . 

Определение. Функция  zfw   называется дифференцируемой в точке 

Dz , если существует конечный предел отношения 
z

w




 при 0z , который 

называется производной функции  zfw   в точке z  и обозначается 

    
z

w
zfw

z 




 0
lim .            (2.1) 

Если      yxivyxuzfw ,,  , iyxz  . То в каждой точке дифферен-

цируемости функции    zf  выполняются соотношения 
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x

v

y

u

y

v

x

u


















, ,             (2.2) 

которые называются условиями Коши-Римана. 

 Обратно, если в некоторой точке  ух,  функции  yxu ,  и  yxv ,  диффе-

ренцируемы как функции действительных переменных x  и y , и удовлетворяют 

соотношениям (2.2),  то функция      yxivyxuzfw ,,   является диффе-

ренцируемой в точке iyxz   как функция комплексной переменной z . 

Определение. Функция  zfw   называется аналитической в данной 

точке Dz , если она дифференцируема как в самой точке z , так и в некото-

рой её окрестности. Функция  zfw   называется аналитической в области 

D , если она дифференцируема в каждой точке этой области. 

Для любой аналитической функции  zfw   имеем 

          
x

v
i

y

v

y

u
i

x

u

y

u
i
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v

x

v
i

x

u
zf







































 .         (2.3) 

Пример 2.9. Показать, что функция  zfw   является аналитической на 

всей комплексной плоскости. 

Решение 

Имеем  yiyee xz sincos  , так что   yeyxu x cos,  ,   yeyxv x sin,  . 

Функции    yxvyxu ,,, как функции действительных переменных x  и y  диф-

ференцируемы в любой точке  yx,  (они имеют непрерывные частные произ-

водные любого порядка) и при этом удовлетворяют условиям (2.2).  

 Следовательно, функция  zfw   всюду аналитическая. Согласно фор-

муле (2.3) получаем 

        zx
x

x
x

xz eyiyeyeiyee 








sincossincos . 

 

Пример 2.10. Проверить, является ли функция iyxzw   аналитиче-

ской? 
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Решение 

 Здесь     yyxvxyxu  ,,,  - всюду дифференцируемые функции пере-

менных x  и y . Далее  

1,0,0,1 



















y

v

x

v

y

u

x

u
. 

Так что 
y

v

x

u









, т.е. первое из условий Коши-Римана не выполняется ни в од-

ной точке комплексной плоскости. Значит, функция iyxzw   нигде не 

дифференцируемая, а, следовательно, и не аналитическая. 

Определение. Функция  ух,  называется гармонической в области 

D , если она имеет в этой области непрерывные частные производные до второ-

го порядка включительно и удовлетворяет в этой области уравнению Лапласа 

0
2

2

2

2











ух


. 

 Если функция   ivuzf   аналитична в некоторой области D , то её дей-

ствительная часть  yxu ,  и мнимая часть  yxv ,  являются гармоническими 

функциями в этой области. 

 Однако, если  yxu ,1  и  yxv ,1  - любые две гармонические функции, то 

функция      yxivyxuzf ,, 111   вовсе не обязана быть аналитической функ-

цией: для аналитичности  zf1  нужно, чтобы функции 1u  и 1v  дополнительно 

удовлетворяли условиям Коши-Римана. 

 Две гармонические функции, удовлетворяющие условиям (2.2), называют 

сопряженной парой гармонических функций (порядок функций в паре суще-

ственен).  
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2.6  Интегрирование функций комплексной переменной 

 

Пусть однозначная функция  zf  определена и непрерывна в области D , 

а C кусочно-гладкая замкнутая или незамкнутая ориентированная кривая, 

лежащая в области D . 

Пусть   ivuzfiyxz  , , где     yxvvyxuu ,,, действительные 

функции переменных x  и y .  

 Вычисление интеграла от функции  zf  комплексной переменной z  

сводится к вычислению обычных криволинейных интегралов, а именно, 

 




























 

CCC

udyvdxivdyudxdzzf .           (2.4) 

 Если  zf  - аналитическая функция в односвязной области D , то инте-

грал не зависит от пути интегрирования. В этом случае   0
L

dzzf , где 

L любой замкнутый кусочно-гладкий контур в области D . 

 Если кривая С задана параметрическими уравнениями    tyytxx  ,  и 

начальная и конечные точки дуги С соответствуют значениям параметра 

10 , tttt  , то  

       
1

0

t

tC

dttztzdzzf ,           (2.5) 

где      tiytxtz  . 

 Если функция  zf  аналитична в односвязной области D , содержащей 

точки 0z  и 1z , то имеет место формула Ньютона-Лейбница 

            01
1

0

1

0

zzzdzzf
z

z

z

z

 ,           (2.6) 

где  z  - какая-либо первообразная для функции  zf , т.е.    zfz   в об-

ласти D . 
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 Если функции  zu  и  zv  - аналитические в односвязной области D , а 0z  

и 1z  - произвольные точки этой области, то имеет место формула интегрирова-

ния по частям 

   
1

0

1

0

1

0

z

z

z

z

z

z

duvvudvu .           (2.7) 

 Пусть аналитическая функция  wz   отображает взаимно-однозначный 

контур 1C  в контур С. Тогда 

              

1CC

dwwwfdzzf  .           (2.8) 

 Пример 2.11. Вычислить интеграл  dzzi

С

  21 , по линиям, соединяю-

щим точки izz  1,0 21 : 1) по прямой; 2) по параболе 2xy  ; 3) по ломаной 

231 zzz , где 13 z . 

Решение 

 Пусть yixz  , тогда yixz  . Перепишем подынтегральную функцию 

в виде: 

     iyxyixizi 21212121  . 

Здесь yvxu 21,21  . Применяя формулу (2.4), получим: 

          

CCС

dyxdxyidyydxxdzzi 2121212121 . 

 1) Уравнение прямой, проходящей через точки izz  1,0 21 , имеет вид 

10,  xxy , значит, dxdy  . Поэтому 

           

 .12222
2

424

2121212121

1

0

1

0

21

0

1

0

1

0

1

0









iixi
x

dxixdx

dxxxidxхxdzzi

С
 

 2) Для параболы 
2xy   имеем  102  xdxxdy . Следовательно, 
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 3) На отрезке 31zz : 10,0,0  xdyy . На отрезке 32 zz : 0,1  dxx , 

10  y . Используя свойство линейности криволинейных интегралов, полу-

чим: 
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zzzzС
 

 

Пример 2.12. Вычислить интеграл   

С

dzzzz 2 , где С – дуга окружности 

1z ,  zarg0 . 

Решение 

 Пусть 
iez  , тогда ieidz  . Применяя формулу (2.8), получим: 
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3 ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ЛАПЛАСА 

 

 3.1 Оригинал и изображение 

 

Основными первоначальными понятиями операционного исчисления яв-

ляются понятия функции-оригинала и функции-изображения. 

Пусть )(tf  – действительная функция действительного переменного t  

(под t  понимают время или координату).  

 Определение. Функция )(tf  называется оригиналом, если она удо-

влетворяет следующим условиям: 

а) 0)( tf  при 0t ; 

б) )(tf  – однозначная непрерывная или кусочно-непрерывная при 0t , то есть 

она непрерывна или имеет точки разрыва первого рода, причём на каждом 

конечном промежутке оси t таких точек лишь конечное число; 

в) существуют такие числа 0M и 0 , что для всех 0t  выполняется не-

равенство 

                  tMetf       (3.1) 

 Число 00  , для которого неравенство (3.1) выполняется при любом 

0,0    и не выполняется при   0   ( 0 – точная нижняя грани-

ца чисел  ), называется показателем роста функции )(tf . 

Функции-оригиналы )(tf  при t  являются или ограниченными, или 

стремящимися к бесконечности, но не быстрее, чем показательная функция 

t
e 0 . Такие функции называются функциями  порядка показательной функции. 

Функция )(tf  может быть и комплексной функцией действительного пе-

ременного, то есть иметь вид )()()( 21 tjftftf  . В этом случае )(tf  считается 

оригиналом, если действительные функции )(1 tf  и )(2 tf  являются оригиналами. 

Совокупность всех оригиналов называется пространством оригина-

лов. 
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Условия а) – в) определения выполняются для большинства функций, 

описывающих физические процессы. 

 

 Пример 3.1 

 Проверить являются ли следующие функции оригиналами: 










;0,0

,0,2
)(
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t

te
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;0,0

,0,
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1

)(2

t
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.0,0

,0,3
)(

4

3
t

t
tf

t

 

Решение. Функция  tf1  является оригиналом, так как все три условия 

выполняются: 5,2  M ,  tt Mee 52 . 

Функция  tf2  не является оригиналом, так как в точке 2t  имеет раз-

рыв второго рода (не выполняется условие б). 

Функция  tf3  не является оригиналом, так как растёт быстрее показа-

тельной функции (не выполняется условие в), поскольку 
tt Me43  для любых 

,M  и 0t ). 

 Определение.  Изображением оригинала )(tf  называется функция 

)( pF  комплексного переменного   jp  , pRe , pIm , определя-

емая интегралом Лапласа 

   


 

0

)()]([)( dtetftfLpF pt
,    














 




0 0

lim

b

b
         (3.2) 

Операцию перехода от оригинала )(tf  к изображению )( pF  называют 

преобразованием Лапласа. Область существования функции )( pF  опреде-

ляется областью сходимости интеграла Лапласа, стоящего в правой части 

равенства. 

Соответствие между оригиналом )(tf  и изображением )( pF  записывает-

ся в виде )()( pFtf   или )()( tfpF   (принято оригиналы обозначать малы-

ми буквами, а их изображения – соответствующими большими буквами). Соот-
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ветствие между оригиналом )(tf  и изображением )( pF  записывают и другими 

символами:  

   )()(,)()( 1 pFLtftfLpF  , 

)()( tfpF  , 

)()( tfpF  , 

)()( tfpF  . 

Совокупность всех изображений )( pF  называется пространством 

изображений. 

Оригинал по изображению находится с помощью обратного преобра-

зования Лапласа по формуле обращения 

  




 

j

j

pt dppFe
i

pFLtf






)(
2

1
)()( 1  ,   (3.3) 

где путь интегрирования – любая прямая pRe , параллельная мнимой оси и 

лежащая правее прямой pRe0  . 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 3.1.  Путь интегрирования 

 

 Теорема 3.1 (существование изображения) 

 Для всякого оригинала )(tf  изображение )( pF  существует (определён-

но) в полуплоскости 0Re  p ,  где 0  – показатель  роста функции )(tf , 

причём функция )( pF  является аналитической в этой полуплоскости ( 0  ). 

α 

α0 
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 Теорема 3.2 (необходимый признак существования изображе-

ния) 

 Если функция )( pF  является изображением функции )(tf  с показателем 

роста 0 , то 0)(lim 


pF
p

. 

 Теорема 3.3 (о единственности оригинала)  

 Если функция )( pF  служит изображением двух оригиналов  tf1  и  tf 2 , 

то эти оригиналы совпадают друг с другом во всех точках, в которых они не-

прерывны. 

 

3.2 Единичная функция Хэвисайда. Импульсная функция Дирака 

Для компактной записи оригиналов используется единичная ступенчатая 

функция )(  t : 

 









,,0

,,1






t

t
t  

где   - точка приложения. Так как во многих практических задачах аргумент t 

имеет смысл текущего времени, то   также называется моментом приложения 

единичной ступенчатой функции. В системах автоматического регулирования и 

управления функция )(  t  рассматривается как типовой входной сигнал. 

 

Рис.3.2 . График единичной функции )(  t  

  

При 0  функция )(t  называется функцией Хэвисайда: 










.0,0

0,1
)(

t

t
t  
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Если функция )(tf  удовлетворяет условиям б) и в) в определении ориги-

нала, но не удовлетворяет условию а), то функция )()( ttf   будет оригиналом, 

так как  










.0,0

0),(
)()(

t

ttf
ttf   

 Далее под заданной с помощью аналитической формулы функцией )(tf  

будем понимать произведение этой функции на функцию Хэвисайда, а множи-

тель )(t опускать. 

 

 Пример 3.2 

 Найти изображение единичной функции Хэвисайда  










.0,0

,0,1
)(

t

t
t  

 

Рис. 3.3.  График функции Хэвисайда 

 

 По формуле (3.2) при 0Re  p  ( 00  )  находим: 

p
e

p
dtedtepF

bb
pt

b

pt

b

pt 11
limlim1)(

000









 










 . 

или в символической записи,  

      
p

t
1

)(                  (3.4) 

 

В квантовой механике при исследовании кратковременно действующих 

сил, носящих характер мгновенных импульсов, используется дельта-функция 

 t , введенная П. Дираком. Рассмотрим функцию  t  вида: 



 39 

 





















,,0

,0,
1

,0,0








t
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t  

тогда дельта-функция Дирака есть предел функции  t  при 0 , т.е. 

   tt 



0

lim


 . 

Таким образом, дельта-функция Дирака  t  описывает бесконечно 

большую силу при 0t  и равную нулю при остальных значениях t : 
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t

t
t  

 

 Пример 3.3 

 Найти изображение функции atetf )( , где a - любое число. 

 Решение. Данная функция является оригиналом. По формуле (3.2) имеем 
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если 0)(Re  ap . Таким образом, 

     )Re(Re,
1

ap
ap

eat 


 .           (3.5) 
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Таблица оригиналов и изображений 

№  tf   pF  №  tf   pF  

1  t  

p

1
 13 tn et 1   
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1
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 14 t2cos  
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3.3 Основные свойства преобразования Лапласа 

 

Находить изображения «простых» функций можно по определению, вы-

числяя несобственный интеграл от произведения заданной функции-оригинала 

на экспоненту 
pte . Чаще всего такой интеграл берут по частям или использу-

ют метод замены переменных. Изображения более сложных функций удобнее 

находить при помощи свойств преобразования Лапласа, которые существенно 

облегчают эту задачу. 

 

1. Свойство однородности 

Если    pFtf   и a– комплексное число, то    paFtaf  . 

Доказательство. 

 По определению изображения и свойству интеграла имеем 

 
 

 

0 0

)()()()( paFdttfeadttafetaf ptpt . 

Итак, 

)()( paFtaf       (3.6) 

 

2. Свойство сложения 

Если    pFtf    и )()( pt  , то )()()()( ppFttf  . 

Доказательство. 

 Имеем  

   
 




 

0 00

)()()()()()()()( ppFdttedttfedtttfettf ptptpt  . 

Следовательно, 

)()()()( ppFttf  .   (3.7) 
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3. Свойство линейности 

Если )()(),...,()(),()( 2211 pFtfpFtfpFtf nn   и n ,...,, 21  − ком-

плексные числа, то  

nnnn FFFfff   ...... 22112211 . 

Или, 

                                    



n

i
ii

n

i
ii pFtf

11

)()(      (3.8) 

Доказательство линейности следует из первых двух свойств.  

 Пример 3.4 

 Найти изображение функции tsin . 

 Решение. Пользуясь свойством линейности, формулой (3.5), находим 

1

1

)(

2

2

1

))((2

111

2

1

2
sin

222 





























pjp

j

jjpjp

jpjp

jjpjpjj

ee
t

jtjt

. 

То есть, 

1p

1
t

2 
sin .     (3.9) 

 Пример 3.5 

 Найти изображение функции tcos . 

 Решение. Аналогично, находим 

112

111

2

1
)(

2

1
cos

22 



















 

p

p

p

jpjp

jpjp
eet jtjt , 

таким образом 

1p

p
t

2 
cos .     (3.10) 

 

4. Подобие 

 Теорема 3.4.  Если    pFtf   и b - комплексное число, то 











b

p
F

b

1
btf )(     (3.11) 
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Пример 3.6 

 Пользуясь теоремой подобия найти изображение функций btsin  и btcos . 

 Решение. По теореме 3.4 и из формул (3.9) и (3.10) имеем: 

22

2

222

1

1

11
sin

bp

b
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b

b
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bt

















 ,  (3.12) 
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1
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p
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p
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p

b
bt


















 .   (3.13) 

 

5. Запаздывание 

 Теорема 3.5.  Если    pFtf   и ,00 t  то 

)()( 0
0 pFettf

pt
 .    (3.14) 

То есть, запаздывание оригинала на положительную величину 0t  приво-

дит к умножению изображения оригинала без запаздывания на 0pt
e


. 

Графики функций )(tf  и )( 0ttf   имеют одинаковый вид, но график 

функции )( 0ttf   сдвинут на 0t  единиц вправо. Следовательно, функции )(tf  

и )( 0ttf   описывают один и тот же процесс, но процесс, описываемый функ-

цией )( 0ttf  , начинается с опозданием на время 0t . 

 

Рис 3.4.  Графики функций )(tf и )( 0ttf   

 

Теорема запаздывания является удобным способом для нахождения изоб-

ражений кусочно-непрерывных функций. 
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Применяя теоремы подобия и запаздывания, можно найти изображение 

для оригинала вида )( 0tbtf  , где 00 t  и b- комплексное число. Пусть 

)()( pFtf  , тогда по теореме подобия 









b

p
F

b

1
btf )( . По теореме запазды-

вания находим: 

p
b

t

e
b

p
F

bb

t
tbftbtf

0
1

)( 0
0




























 . 

Следовательно, 

p
b

t

e
b

p
F

b
tbtf

0
1

)( 0











 .   (3.15) 

Функция 










.,0

,,1
)(

0

0
0

tt

tt
tt  

называется обобщённой единичной функцией, из (3.4) и (3.14) находим её 

изображение 

p

e
tt

pt0

)( 0



 .    (3.16) 

Пример 3.7 

Найти изображение функции  

















.3,0

,30,1

,0,0

)(

t

t

t

tf  

 Решение. Данная функция описывает единичный импульс, который мож-

но рассматривать как разность двух оригиналов: единичной функции )(t  и 

обобщённой единичной функции )3( t  (рис. 3.5). 
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Рис. 3.5.  График функции  )(tf  

 

Поэтому, используя свойство линейности, формулы (3.4) и (3.16) получим 

)(
111

)3()()(
3

3 pF
p

e
e

pp
tttf

p
p 





 . 

 

 

6. Опережение 

 Теорема 3.6.  Если     pFtf  и ,00 t  то 

             













 


0

0

0

0 )()()(

t
ptpt

dttfepFettf .   (3.17) 

Теорема опережения применяется при решении разностных уравнений, в 

которые входят значения )(),...,2(),(),( 000 nttfttfttftf  . 

 

7. Изображение периодического оригинала 

 Теорема 3.7.  Если оригинал )(tf  – периодическая функция с перио-

дом, равным Т, то его изображение будет 

dttfe
e

pF

T
pt

Tp
)(

1

1
)(

0





 .   (3.18) 

  

 Пример 3.8 

 Пользуясь теоремой 3.7, найти изображение функции 

,...2,1,0
,0,2212,0

,122,1
)2()( 








 n

tntn

ntn
tftf  
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Рис. 3.6.  График функции )(tf  

 

 Решение. Период функции T = 2, поэтому 
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или 

)1(

1
)(

pep
tf


 . 

 

8. Смещение (затухание) 

 Теорема 3.8.  Если    pFtf  ,  а – комплексное число, то 

)()( apFtfeat  .    (3.19) 

То есть, умножение оригинала на функцию 
ate  влечёт за собой смещение пере-

менной р. 

Доказательство 

 В силу формулы (3.2) имеем 

 
 

 

0 0

)( )()()()( apFdtetfdtetfetfe tapptatat
, при .)(Re 0 ap  

Пользуясь этим свойством можно выписать соответствия между оригина-

лами и их изображениями из примера 3.5:  

,
)(

cos
22 bap

ap
bteat




     (3.20) 
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.
)(

sin
22 bap

b
bteat


     (3.21) 

Теорема смещения применяется при рассмотрении физических явлений, 

связанных с затухающими колебаниями. 

  

 Пример 3.9.    

 Найти оригинал по его изображению   
116

52
)(

2 




pp

p
pF . 

 Решение. Преобразуем данную дробь: выделим в знаменателе дроби пол-

ный квадрат и по свойству линейности и из формул (3.20) и (3.21), получим 

.2sin
2

1
2cos2

)2()3(

2

2

1

)2()3(

3
2

)2()3(

1

)2()3(

)3(2

2)3(

1)3(2

116

52
)(

33

2222

222222

tete
pp

p

pp

p

p

p

pp

p
pF

tt 



























 

Таким образом, 

tetetf tt 2sin
2

1
2cos2)( 33  . 

  

 3.4 Основные правила операционного исчисления 

 

3.4.1  Дифференцирование оригинала 

  

 Теорема 3.9.  Если    pFtf   и функции 
  )(),...,(),( tftftf n  явля-

ются оригиналами, то 

),0(...)0()0()()(

...............................................

),0()0()()(

),0()()(

)1(21)(

2

 





nnnnn ffpfppFptf

ffppFptf

fppFtf

(3.22) 

где 

1,...,2,1,0),(lim)0( )(

00

)( 


nktff k

t

k
. 
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Иначе, дифференцированию оригинала соответствует умножение его 

изображения на р. 

Свойство дифференцирования оригинала вместе со свойством линей-

ности широко используется при решении линейных дифференциальных 

уравнений. 

 Пример 3.10.   

 Найти изображение выражения  ,2)(2)(3)(2)(  txtxtxtx  если 

.2)0(,0)0(,3)0(  xxx  

 Решение. Пусть XpXtx  )()( , тогда, согласно теореме 3.9, имеем 

.
2

122

,203)(

,03)(

,3)(

23

2

p

ppXptx

pXptx

Xptx









 

Следовательно, 

 2)(2)(3)(2)( txtxtxtx  

.113
2

6)232(

113
2

6232

2
2)3(3)3(223

223

223

223







p
p

pXppp

p
p

pXpXXpXp

p
XXppXppXp

 

 

3.4.2  Дифференцирование изображения 

  

 Теорема 3.10.  Если  ,Re),()( 0 ptfpF  то 

.Re),()1()(

................................

);()1()(

);()(

01
)(

22

ssptftpF

tftpF

tftpF

nnn 





  (3.23) 
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Дифференцированию изображения  pF  соответствует в пространстве 

оригиналов действие умножения на  – t  функции  tf . 

  

 Пример 3.11 

 Найти изображение функции tttf 3cos)(  . 

 Решение. Из формулы (3.13), имеем  pF
p

p
ttf 




9
3cos)(

2
. 

Из того, что )()( tftpF   

     22

2

22

2

22

22

2
9

9

9

9

9

29

9
3cos



































p

p

p

p

p

pp

p

p
tt . 

Следовательно, 

22

2

)9(

9
3cos






p

p
tt . 

 

3.4.3  Интегрирование оригинала 

 

 Теорема 3.11. Если  0Re),()(  ppFtf , то 

.Re,
)(

)( 0

0

  p
p

pF
df

t

   (3.24) 

То есть интегрированию оригинала от 0 до t  соответствует деление его изоб-

ражения на p . 

 Пример 3.12 

 Найти изображение интеграла td

t

sincos

0

  . 

 Решение. По формуле (3.10) )(
1

cos)(
2

pF
p

p
ttf 


 . Тогда по тео-

реме 3.11 имеем 
1

1

)1(
sin

22 





ppp

p
t . 
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3.4.4  Интегрирование изображения 

  

 Теорема 3.12.  Если 0Re),()(  ppFtf  и интеграл 


p

dppF )(  схо-

дится в полуплоскости ,Re 01  p  то 

.Re,
)(

)( 01  


p
t

tf
dppF

p

   (3.25) 

То есть интегрированию изображения от p  до   соответствует деление его 

оригинала на t . 

 Пример 3.13 

 Найти изображение функции  
t

tsin
. 

 Решение. Функция 
t

tsin
 является оригиналом, так как 1

sin


t

t
 (условие 

в) и точка 0t  является точкой разрыва первого рода (условие б). Так как 

)(
1

1
sin)(

2
pF

p
ttf 


 , то по теореме интегрирования изображения, имеем 

parctgparctgbtgarcptgarcdp
pt

t

b
p

b

p
b










 2

)(limlim
1

1sin
2


. 

 

3.4.5  Умножение изображений. Свёртка функций 

 

Определение.   Свёрткой )()( tft   непрерывных функций )(t  и 

)(tf  действительного переменного t0  называется интеграл 

.)()(

0

 dftf

t

     (3.26) 

Свёртка есть действие, которое паре функций из некоторого множества 

ставит в соответствие определённую функцию из этого множества. Действие 

получения свёртки называется свёртыванием функций. 
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Свойства свёртки функций: 

1. коммутативность    ff ; 

2. ассоциативность )()(   ff ; 

3. дистрибутивность относительно сложения   ff )( ; 

4. абсолютная величина свёртки ff   ; 

5. если )(t  и )(tf  непрерывные функции в области   t0 , то и их свёртка 

f  является тоже непрерывной функцией в этой области; 

6. если )(t  и )(tf  непрерывные при 0t   и их свёртка 0f   для всех 0t  , 

то, по крайней мере, одна из этих функций в области  t0  всюду равна 

нулю (теорема Титчмарша). 

 

 Пример 3.14 

 Найти свёртку функций tt )(  и tetf )( . 

 Решение. Имеем  

.11)1(

)()(

0 0

0 0 00





 

  

teetetteetettededet

dedtedetedetetf

t
t t

tttttt

t t tt
t









Интеграл  

t

de

0

   считаем по частям 

1
0000





 

tt
tttt

eteeedee
evddu

dedvu
de 




 




  

Итак,  

1 teetf tt . 

 

 Теорема 3.13 (Э. Бореля).  Если  0Re),()(  ppFtf  и 

1Re),()(   ppt , то  
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100 ,Re),()(*   pppFf . 

Иначе, свертыванию в пространстве оригиналов соответствует умноже-

ние функций в пространстве изображений. 

 Пример 3.15 

 Пользуясь теоремой Бореля, найти оригинал для функции 

22 )4(
)(




p

p
pF  

 Решение. Представим изображение в виде произведения: 

)()(
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)( 212222
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Из формул (3.12) и (3.13) получаем 

)(2cos
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p
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Тогда по теореме 3.13 получаем 
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Таким образом, заданная функция имеет оригинал 

t2
2

t

4p

p
22

sin
)(




. 

 

3.4.6  Интеграл Дюамеля 

 Теорема 3.14.  Если   

t

ppFdtff

0

),()()()(   то 
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           pppFtfdtf

t

 0

0

 , или 

             pppFdtf

t

t  
0

        (3.27) 

 

  

 Пример 3.16 

 Пользуясь интегралом Дюамеля, найти оригинал для функции 

)4)(1(
)(

22

3




pp

p
pF . 

 Решение. Представим изображение в виде произведения: 
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Тогда по теореме 3.14 получаем 
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Итак,  

tttf cos
3

1
2cos

3

4
)(  . 
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3.5 Восстановление оригинала по изображению. Метод неопреде-

лённых коэффициентов 

 

 Рассмотрим задачу, обратную той, которую решает преобразование 

Лапласа. Изучим способы, с помощью которых можно по известному изобра-

жению    jppF , , найти его оригинал )(tf . В общем виде задачу реша-

ет формула Меллина, которая имеет вид 

   






j

j

ptdpepF
j

tf








0,
2

1
. 

 Однако, применение этой формулы совсем не просто и поэтому прибега-

ют к ней по большей части в крайних случаях. В то же время имеются методы 

обращения преобразования Лапласа большей практической применимости. 

Если оригинал представляет собой правильную рациональную дробь, то 

следует разложить её на простейшие дроби и для каждой из полученных дробей 

найти оригинал, пользуясь свойствами преобразования Лапласа и таблицей 

изображений. 

Пусть )(xP  и )(xQ  - многочлены с комплексными коэффициентами, при-

чём )(xQ  - ненулевой многочлен. Рациональная дробь 
)(

)(

xQ

xP
 называется пра-

вильной, если степень многочлена )(xP  меньше степени многочлена )(xQ . 

 

 Теорема 3.15.   Пусть 
)(

)(

xQ

xP
 - правильная рациональная дробь, )(xP  и 

)(xQ  - многочлены с действительными коэффициентами. Если 

             sr
ssr gxpxgxpxaxaxxQ


)...()()...()()( 2

11
2

1
11  ,  (3.28) 

где ia  - попарно различные действительные корни многочлена )(xQ  кратности 

r21ii ...,,,,  ,  

))((2
jjjj zxzxgxpx  , 
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 jj zz ,  - попарно различные при разных j  существенно комплексные корни 

многочлена )(xQ  кратности s21jj ...,,,,  , то существуют действительные 

числа ii riA 
...,,2,1,...,,2,1,

)(
 ,  

)(
jM  и  jj sjN  ,...,2,1,,...,2,1,    

такие, что 

....
)()(

......
)()(
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(3.29) 

Таким образом, данная теорема утверждает, что всякая ненулевая пра-

вильная рациональная дробь может быть разложена на сумму элементарных 

рациональных дробей. 

 При выполнении разложения вида (3.29) для конкретно заданной дроби 

обычно оказывается удобным метод неопределенных коэффициентов.  

 Найдем оригиналы для всех типов простейших дробей. 

1. Первый тип. 

taAe
ap

A



. 

2. Второй тип. 

   
ta

k

k
e

k

t
A

ap

A

!1

1








. 

3. Третий тип. Требуется найти оригинал для простейшей дроби вида 

04, 2

2





qa

qapp

BAp
. 

Для этого преобразуем дробь: 
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Следовательно, 

222
2 2

2
cossin

2

2
cos

tatata

e
b

AaB
btAbte

b

AaB
btAe

qapp

BAp 








 








. 

4. Четвертый тип. 

 
04, 2

2





qa

qapp

BAp
k

 

  

 Пример 3.17 

 Разложить дробь 
))(( 2x1x

x
2 

 на элементарные дроби. 

 Решение. Согласно (3.29), искомое разложение имеет вид 

211)2)(1( 2 








 x

C

x

B

x

A

xx

x
. 

Приведем дроби к общему знаменателю 

)2)(1(

)1)(1()2)(1()2)(1(

)2)(1( 22 




 xx

xxCxxBxxA

xx

x
 

и, отбросив его, получим  

)1)(1()2)(1()2)(1(  xxCxxBxxAx . 

Здесь имеет место случай, когда все корни знаменателя действительны. Под-

ставив последовательно в обе части получившегося равенства корни 

2,1,1  xxx , находим. 
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,61

,21

C

B

A

C

B

A

 

Таким образом, искомое разложение имеет вид 

)2(3

2

)1(6

1

)1(2

1

)2)(1( 2 








 xxxxx

x
. 

 

 Пример 3.18 

 Найти оригинал для функции   
)134(

1333
)(

2

2






ppp

pp
pF . 

Решение. Представим )( pF  в виде 

,
)134(

134

134)134(

1333
)(

2

22

22

2
















ppp

CpBpAApAp

pp

CBp

p

A

ppp

pp
pF

 

где  CBA ,,  - неопределённые коэффициенты. Отсюда следует равенство 

ApCApBACpBpAApAppp 13)4()(1341333 2222 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях р, получаем систему 

уравнений для нахождения неопределённых коэффициентов: 













































.7

,4

,1

.43

,3

,1

.1313

,34

,3

C

B

A

AC
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A

A

CA

BA

 

Таким образом, )( pF  имеет вид 

)(
3

1
)(4)(

3)2(

3

3

1

3)2(

2
4

1

3)2(

1

3)2(

)2(41

9)2(

1)2(41

134

741

134)134(

1333
)(

3212222

22222

222

2

pFpFpF
pp

p

ppp

p

pp

p

p

pp

p

ppp

CBp

p

A

ppp

pp
pF
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Находим оригиналы 

.3sin)(,
3)2(

3
)(

,3cos)(,
3)2(

2
)(

,1)(,
1

)(

2
3223

2
2222

11

tetf
p

pF

tetf
p

p
pF

tf
p

pF

t

t
















  

Следовательно, 

.3sin
3

1
3cos41)(

3

1
)(4)()( 22

321 tetetftftftf tt    



 59 

4 ПРИМЕНЕНИЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ЛАПЛАСА К 

РЕШЕНИЮ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ И ИХ СИСТЕМ 

 

4.1 Решение линейных обыкновенных дифференциальных уравне-

ний с постоянными коэффициентами  

 

Пусть дано линейное дифференциальное уравнение n-ого порядка с по-

стоянными коэффициентами 

  )(... 1
)1(

1
)( tfxaxaxaxxL nn

nn  
 ,  (4.1) 

где 0),(  ttxx . Найдём решение задачи Коши с начальными условиями 

)1(
0

)1(
00 )0(,...,)0(,)0(

 
nn xxxxxx .   (4.2) 

Пусть )()(),()( pFtfpXtx  , применим к обеим частям уравнения 

(4.1) преобразование Лапласа, используя теорему дифференцирования ориги-

нала. 

....)(

.......................................

)()(

)()(

)1(
00

2
0

1)(

011











nnnnn

nn

nn

xxpxpXptx

xpXatxa

pXatxa

 

Подставляя изображения производных в (4.1), получим 

  )()()...( pQpXapapapxL n1n
1n

1
n  


,  (4.3) 

где )( pQ  - многочлен, зависящий от 
)1(

000 ...,,,
 n

xxx . Обозначим характери-

стический многочлен 

n
nn apappL   ...)( 1

1 . 

Из (4.1) и (4.3) получаем операторное уравнение или изображающее уравнение  

)()()()( pFpQpXpL  . 

Решая операторное уравнение относительно )( pX , получаем 

.
)(

)()(
)(

pL

pQpF
pX
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Восстанавливая оригинал для )( pX , получим искомое решение )(tx . 

Для решения дифференциальных уравнений удобно пользоваться следу-

ющим алгоритмом решения задачи Коши (4.1) - (4.2): 

I. Применить преобразование Лапласа: от известных и неизвестных 

функций перейти к их изображениям, записать уравнение в изобра-

жениях, соответствующее решаемой задаче Коши. 

II. Решить полученное уравнение: найти изображение искомого ре-

шения. 

III. Применить обратное преобразование Лапласа: найти оригинал для 

полученного изображения. 

 

 Пример 4.1 

 Решить задачу Коши   
2

1
0xtxx  )(),( . 

Решение. Воспользуемся алгоритмом. 

I. Перейдём от оригиналов к изображениям: 

.
1

)(

,
2

1
)()0()()(

),()(

p
t

ppXxppXtx

pXtx









 

Запишем уравнение для изображений 

.
1

)(
2

1
)(

p
pXppX   

II. Решим уравнение для изображений 

).(
2

1
)(

1

1

2

1

)1(

1

1

2

11

)(

,
2

11
)1)((

,
2

11
)()(

21 pXpX
pppp

p
pX

p
ppX

p
pXppX
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III. Найдём оригинал для функции )( pX . 

)(
1

1
)(

)(1
1

11

)1(

1
)(

22

11

txe
p

pX

txe
pppp

pX

t

t


















 

Следовательно, решением задачи Коши является функция: 

.)()()( ttt
21 e

2

1
1e

2

1
e1tx

2

1
txtx    

 

 Пример 4.2 

 Решить задачу Коши  .3)0(,1)0(,223 3  xxexxx t  

Решение 

I. Перейдём от оригиналов к изображениям 

.
3

1

,3)()0()()(

,1)()0()()(

),()(

3

22










p
e

ppXpxppXptx

ppXxppXtx

pXtx

t

 

Запишем уравнение для изображений 

.
3

2
)(23)(33)(2




p
pXppXppXp  

II. Решим уравнение для изображений 

3

1

)23)(3(

32

23)23)(3(

2
)(

3

2
)23)((

.
3

2
)(2)(3)(

2

2

22

2

2

























pppp

pp

pp

p

ppp
pX

p
p

pppX

p
p

pXppXpXp

 

III. Найдём оригинал для функции )( pX : 

)(
3

1
)( 3 txe

p
pX t 


 . 
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Таким образом, применение операционного метода позволяет вместо 

дифференциальных уравнений решать алгебраические уравнения. При этом 

начальные условия при записи уравнений в изображениях учитываются авто-

матически, и нет необходимости решать систему для нахождения произволь-

ных постоянных, как это делается при применении классического метода. 

Следует заметить, что операционное исчисление позволяет найти не 

только частное, но и общее решение уравнения 

)(... 01

1

1 tfxa
dt

xd
a

dt

xd
a

n

n

nn

n

n 




 . 

Для этого достаточно положить 1,...,0,)0()(  nkCx k
k . 

 

4.2 Решение систем линейных дифференциальных уравнений с по-

стоянными коэффициентами  

Схема решения систем линейных дифференциальных уравнений с посто-

янными коэффициентами аналогична: 

I. Применить преобразование Лапласа: от известных и неизвестных 

функций перейти к их изображениям, записать систему в изображе-

ниях. 

II. Решить полученную систему линейных алгебраических уравнений 

относительно )( pX  и )( pY . 

III. Применить обратное преобразование Лапласа: найти оригиналы 

)(tx  и )(ty  для полученных изображений. 

  

 Пример 4.3 

 Найти частное решение системы  










 .2

,

t

t

eyyxx

eyyxx
 

при начальных условиях .1)0(,0)0()0()0(  xyyx  
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 Решение 

 I. Имеем 

.
1

1
,

1

1

,)0()(,1)0()(

,)0()(,)0()(

),()(),()(

2222















p
e

p
e

YpyYptyXpxXptx

pYypYtypXxpXtx

pYtypXtx

tt

 

 II. Запишем систему операторных уравнений 

   







































.
1

1
)1()2(

,
1

1

.
1

1
2

,
1

1
1 2222

p
YpXp

p

p
YpXpp

p
YpYXpX

p
YYppXXp

 

Получили систему линейных дифференциальных уравнений относитель-

но X  и Y . Решим систему по формулам Крамера: 

),1()1(2)1)(1)(1(2

)2)(1)(1()1)(1)(2()1)(1(

)1)(2()1)(1(
12

1

2

2
22

ppppp

pppppppppp

ppppp
pp

ppp











 

p

p
p

p
p

p

x 21

1
1

1

1
1

2









 , 
p

p

p
p

p

p
pp

y











1

3

1

1
2

1

2

. 

Таким образом, 






















222 )1)(1(2
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1

)1)(1(2
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)1()1(2

21
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p

pp

p
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p
pX x  












2

22

2 )1)(1(2

1)1(6)12(

4

1

)1)(1(2

112)66(

4

1

pp

pppp

pp

pp
 

1

1

8

1

)1(

1

4

3

1

1

8

1

)1)(1(8

)1()1(6)1(
22

22















ppppp

ppp
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2222 )1(2

3

)1()1(2

3
)(












p

p

pp

p
pY

y
. 

 III. Перейдём от изображений к оригиналам. 

Из равенств 
1

1




p
e t  и 

1

1
2 


p

tsh  по теореме дифференцирования изоб-

ражения находим 

tte
pp

















 2)1(

1

1

1
 

и  

tsht
p

p

p





















 222 )1(

2

1

1
, 

 или  

tte
p


 2)1(

1
  и  tsht

p

p


 22 )1(

2
. 

Следовательно, решение системы будет 











 

tshtty

tetshtx t

4

3
)(

4

3

4

1
)(

. 

 

Для того, чтобы найти общее решение системы линейных обыкновен-

ных дифференциальных уравнений первого порядка с постоянными коэффи-

циентами 

)()( tftAxx  , 
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где T
nxxx ),...,( 1  – вектор  неизвестных, 

























nnn

n

aa

aa

A

...

...

...

1

.

.

.

.

.

.

111

 – матрица ко-

эффициентов,  Tn tftftf )(),...,()( 1  – заданная вектор-функция, необходимо 

принять .,...,1,)0( niCx ii   

 

4.3  Применение формулы Дюамеля при решении дифференциаль-

ных уравнений с нулевыми начальными условиями 

Формула Дюамеля применяется в случае, когда возникает трудность при 

нахождении изображения правой части уравнения или при необходимости мно-

гократного решения задачи для различных правых частей исходного уравнения. 

Рассмотрим задачу Коши 

  )(... 1
)1(

1
)( tfxaxaxaxxL nn

nn  
 ,   (4.4) 

0)0(...)0()0( )1(  nxxx ,     (4.5) 

 где 0),(  ttxx .  

Пусть )()(),()( pFtfpXtx  , тогда 

        .)0(...)0()0()(
)1(21)( XpxxpxpXptx nnnnnn 

   (4.6) 

Переходя в уравнении (4.4) к изображению, получаем, с учетом (35), оператор-

ное уравнение 

)()()...( 1
1

1 pFpXapapap nn
nn  
 , 

или 

)()()( pFpXpL  .    (4.7) 

 

Наряду с задачей Коши (4.4)-(4.5) рассмотрим вспомогательную задачу 

  1... 111
)1(

11
)(

11  


xaxaxaxxL nn
nn

,  (4.8) 
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Для уравнения (4.8) операторное уравнение будет вида 

p
pXpL

1
)()( 1  ,     (4.9) 

где )()( pXtx 11  . Выразим из (4.9) характеристический многочлен )( pL  и 

подставим полученное выражение в уравнение (4.8): 

)()(
)(

1

1

pFpX
ppX

 , 

или 

)()()( 1 pXpXppF  .    (4.10) 

Используя теорему 3.11 находим оригинал )(tx : 

 

t

dtxftxftx

0

11 )()()()0()(  ,   (4.11) 

 




t

dtfxtx

0

1 )()()(  ,    (4.12) 

 
t

0
11 dxtftx0ftx  )()()()()( ,   (4.13) 

 



t

0
1 dftxtx  )()()( .    (4.14) 

Решение исходного уравнения (4.1) - (4.2) можно получить по любой из 

формул (4.11)-(4.14). 

Пример 4.4.   Решить задачу Коши  
te

txtx



1

1
)()( ,    0)0()0(  xx . 

Решение. 1) Решим вспомогательную задачу: 1)()( 11  txtx , 0)0()0( 11  xx . 

Операторное уравнение 

p
pXpXp

1
)()( 11

2  , 

из которого получаем изображение вспомогательной функции 
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)1(

1
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21



pp

pX . 

Так как   tshee
ppp

tt 


















2

1

1

1

1

1

2

1

1

1
2

, то по теореме 3.8 об ин-

тегрировании оригинала, находим оригинал вспомогательной функции 

)(1
1

11
)( 10

0
21 txtchchdsh

pp
pX

t
t




   . 

2) Для нахождения оригинала искомой функции воспользуемся формулой 

(4.12), имеем 
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Таким образом, решением задачи Коши является функция 

2

1

2

1
ln)(







ttt teee
tshtx . 

 

4.4   Применение операционного исчисления к исследованию процес-

сов в электрических цепях 

  

 Операционный метод широко используется при расчетах процессов, про-

текающих в электрических цепях. Рассмотрим электрическую цепь, на отдель-

ных участках которой преимущественно сосредоточены магнитное поле, элек-

трическое поле и активное сопротивление. Пусть  ti  и  tu  - ток и напряжение 

в цепи. На основании закона Ома падения напряжений на основных элементах 

цепи могут быть записаны следующим образом: 

– для активного сопротивления R  

   tiRtuR  ; 

– для индуктивности L   

 
 

dt

tid
LtuL  ; 

– для ёмкости C : 

     0
1

0

C

t

C udi
C

tu    , 
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где  0Cu начальное напряжение на ёмкости, обусловленное электрическим 

зарядом ёмкости в момент времени 0t . При исследовании таких процессов 

встречаются два вида задач: задачи с нулевыми и ненулевыми начальными 

условиями. 

 

 4.4.1 Задачи с нулевыми начальными условиями 

 

 Электрическая цепь до момента времени 0t  находится в состоянии по-

коя, то есть до момента замыкания контакта К и подключения переменного 

напряжения  tu  токи в цепи и заряды всех конденсаторов во всех ветвях цепи 

равны нулю (Рис. 4.1). 

 

Рис. 4.1 Электрическая цепь 

 

 Пусть в момент времени 0t  подключается переменное напряжение 

 tu , под действием которого по цепи потечет ток  ti . В соответствии с зако-

ном Кирхгофа для мгновенных значений тока составим интегрально-

дифференциальное уравнение вида 

       
 

   tudi
Cdt

tid
LtiR

t

  
0

1
.         (4.15) 

 Пусть заданы изображения        pUtupIti  , . Так как закон 

Кирхгофа справедлив и для операторных значений тока и напряжения, инте-

грально-дифференциальное уравнение (4.15) запишем в изображениях с нуле-

выми начальными условиями     00,00  Cui : 

              pUpI
Cp

pLpIpRI  )(
1

,         (4.16) 
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откуда находим 

               
   

 pZ

pU

Cp
LpR

pU
pI 




1

.         (4.17) 

Для решения задачи необходимо для изображения тока  pI  найти ток-

оригинал  ti0 . Решение будет зависеть от знака дискриминанта квадратного 

трехчлена, стоящего в знаменателе правой части операторного уравнения 

(4.17). 

 Рассмотрим частный случай, когда к цепи подключается постоянное 

напряжение   Еtu  . Тогда учитывая изображение  
p

E
Еtu  , операторное 

уравнение (4.17) перепишется в виде 
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CRpLp

E
pI .       (4.18) 

 Пусть 
2

2

4

1

L

R

LC
 , или 

C

L
R 2 , то есть корни знаменателя комплексные. 

Введем обозначение 
2

2
2

4

1

L

R

LC
  и по таблице оригиналов и изображений 

находим оригинал операторного тока     te
L

E
ti

t
L

R




sin2
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 . 

 Пусть 
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E
ti 2

0



 . 

 Наконец, если 
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 , тогда  
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Отметим, что в случае, когда 
2

2

4

1

L

R

LC
 , ток  ti0  не будет содержать периоди-

ческого множителя. 

 

 4.4.2  Задача с ненулевыми начальными условиями 

 

 В электрической цепи, находящейся под переменным напряжением  tu , 

происходит какое-либо переключение, то есть начальные значения токов в вет-

вях, соединяющих индуктивность и напряжение на конденсаторе при 0t , 

ненулевые. Рассмотрим цепь (Рис. 4.2), в которой в момент времени 0t  об-

щее сопротивление изменяется из-за шунтирования сопротивления 1R  замыка-

ющим контактом К. 

 

Рис. 4.2   Электрическая цепь 

 

 Если заданы изображения, то соответствующее уравнение Кирхгофа в 

операторной форме будет иметь вид 

                 
 

 pU
p

u
pI

Cp
LipLpIpRI C 

01
0 .        (4.19) 

 Разрешив уравнение (4.19) относительно  pI , получим выражение зако-

на Ома в операторной форме для задач с ненулевыми начальными условиями: 

             
 

 
 

Cp
pLR

Li
p

u
pU

pI

C

1

0
0





 .         (4.20) 

Остается найти оригинал  ti , соответствующий изображению (4.20). 



 72 

Глава 5 ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФУРЬЕ 

 

5.1  Понятие преобразования Фурье 

 

Пусть  xf  - непериодическая функция, определенная на R  и удовлетво-

ряющая условиям Дирихле на любом конечном промежутке
1
. Кроме того, бу-

дем предполагать, что несобственный интеграл  




dxxf  сходится. На проме-

жутке  ll;  ряд Фурье функции  xf  имеет вид 

      





1

0 sincos
2 n

nnnn xbxa
a

 ,          (5.1) 

где 
l

n
n


  ,  





l

l

nn tdttf
l

a cos
1

,  




l

l

nn tdttf
l

b sin
1

. 

 Подставляя выражения для na  и nb  в ряд Фурье, получим 

     


 


1

sinsincoscos
1

2

1

n

l

l

nnnn

l

l

dtxtxttf
l

dttf
l

 . 

 Обозначим разность частот 
l

nn


 1  через  . Тогда ряд Фурье 

запишется в виде 

          


 


1

sinsincoscos
1

2

1

n

l

l

nnnn

l

l

dtxtxttfdttf
l




.         (5.2) 

Устремим l  и обозначим предел выражения (4.2) через  xJ , в результате 

получим 

    dtxtxttfdxJ 






 


sinsincoscos
1

0

, 

                                           
1
 Функция f(x)называется удовлетворяющей условиям Дирихле на отрезке [a; b], если она: 1) непрерывна на 

отрезке [a; b] или имеет конечное число точек разрыва 1 рода; 2) в каждом интервале непрерывности f(x) моно-

тонна, либо имеет на этом интервале конечное число точек экстремума. 
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dxtdttfxtdttfxJ  
 





 











































0

sinsin
1

coscos
11

 или 

          




0

sincos
1




dxBxAxJ .          (5.3) 

Интеграл (5.3) называется интегралом Фурье. Справедлива следующая тео-

рема. 

 Теорема 5.1.    Пусть функция  xf  удовлетворяет условиям: 

1) удовлетворяет условиям Дирихле на любом конечном промежутке; 

2) определена и абсолютно интегрируема на всей числовой оси. 

Тогда функция  xf  представима своим интегралом Фурье, т.е. ее интеграл 

Фурье  xJ  сходится в каждой точке x и справедливо равенство 

 
   
   

 













.,

2

00

;,

xfфункцииразрываточкаx
xfxf

xfстинепрерывноточкаxxf

xJ  

 Чаще всего используется комплексная форма интеграла (4.3). По форму-

лам Эйлера имеем 

       

       
    xjxjxjxj

tjtjtjtj

eCeCe
jBA

e
jBA

j

ee
B

ee
AxBxA
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1

22
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sincos

 

Затем запишем получившийся интеграл в виде суммы двух интегралов и во 

втором сделаем замену t . Получим 

     

    dtetCdeC

dtetCdeCxJ

jtxxj

jtxxj
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00
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2

1

2

1

2

1















 

Переходя к промежутку интегрирования   ;  интеграл Фурье  xJ  запи-

шется в виде 
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 deCxJ xj






2

1
,           (5.4) 

где 

    dxexfC xj





 




2

1
.           (5.5) 

 Определение. Функция (5.4) называется преобразованием Фурье 

(Фурье-образом) функции  xf . При этом используется обозначение 

    CxfF  , где F - оператор Фурье. 

 Формула (5.5) позволяет делать обратный переход: 

    


 deCxf xj






2

1
, т.е. по спектральной функции  C  можно восста-

новить исходную функцию  xf . 

 Величина  C  называется амплитудным спектром, а величина 

 Carg - фазовым спектром. 

 Формулы (5.4) и (5.5) являются формулами симметричной формы преоб-

разования Фурье и называются формулами Хинчина-Винера. Симметрич-

ность возникает за счет формирования коэффициентов 
2

1
 в обеих формулах 

(5.4) и (5.5). Если в формуле (5.3) коэффициент 


1
 не выносить перед инте-

гралом, а оставить его внутри  A  и  B , для преобразования Фурье получим 

вид     dxexfC xj





 




2

1
, а для обратного преобразования 

      deCxf xj





 . С другой стороны, в формуле (5.3) можно вынести за 

знак интеграла коэффициент 


1
. Тогда обратное и прямое преобразования 

Фурье будут иметь вид 
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 deCxf xj






2

1
,          (5.4

*
) 

       dxexfC xj





  .          (5.5
*
) 

 Замечание. Периодическая функция, определенная на интервале  ll;  

и периодически продолженная, имеет дискретный спектр (ряд Фурье); непери-

одическая функция, определенная на всей числовой прямой, имеет непрерыв-

ный спектр. Физически это означает, что исследуемый процесс нельзя постро-

ить из гармонических колебаний только с определенными изолированными 

частотами 
l

n
n


  , для описания процесса нужны гармонические колебания 

всех частот. 

 

 5.2 Связь между преобразованием Лапласа и Фурье. Свойства пре-

образования Фурье 

 

 Рассмотрим функцию  
 









.0,

;0,0

ttf

t
tf   Тогда, согласно формуле (5.5*), 

имеем    




0

dxexfC xj . Если в интеграле Лапласа    




0

dtetfpF pt
 

положить jp  , т.е. считать комплексную переменную p  чисто мнимой, то 

правые части выражений в точности будут совпадать. Кроме того, совпадают 

первые два условия существования изображений по Лапласу и по Фурье: 

1)  tf  и  tf   или всюду непрерывны, или имеют на любом конечном проме-

жутке лишь конечное число точек разрыва первого рода; 

2)   0tf  для всех точек 0t ; 

3) третье условие для преобразования Лапласа   ts
Metf 0 , а для преобразова-

ния Фурье – абсолютная интегрируемость функции  tf  на всей числовой оси. 
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Очевидно, что третье условие для преобразования Фурье сильнее. По этой при-

чине ряд функций, имеющих изображения по Лапласу, не имеют образов 

Фурье. 

 Для обратного перехода преобразования Лапласа имеем 

    dpepF
i

tf

js

js

pt






2

1
. Положив  jddpjps  ,,0 , получим 

    


 dejFtf tj






2

1
, что совпадает с формулой (5.4*). Различие в подын-

тегральной функции  iF  (вместо  F ) объясняется тем, что для точного 

соответствия обозначений преобразование Фурье следовало бы писать в виде 

 iF , считая в интеграле Лапласа p  чисто мнимой величиной. Часто так и 

делают. 

 Таким образом, если оригинал  tf  при преобразовании Лапласа допол-

нительно удовлетворяет условию существования преобразования Фурье (тео-

рема 5.1) – абсолютной интегрируемости функции  tf , то для него существует 

и преобразование Фурье, и все свойства преобразования Фурье получаются из 

свойств преобразования Лапласа. 

 

Свойства преобразования Фурье 

 Если    Ftf
F
 ,    Gtg

F
 , то справедливы следующие свой-

ства: 

1.         bGaFtbgtaf
F

 , Rba ,  

2.   0,
1









 






 Ftf

F
 

3.    Fectf icF   

4.    cFtfe
Fict    

5.      )(nFn
Ftfit   
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6.       Fitf
nFn )(  

7.             GFdtgftgtf
F
 





*  

8.         GFtgtf
F

*  

 

 5.3    Синус и косинус преобразования 

 

 Поскольку интеграл (5.4) получен как предельный переход суммы Фурье, 

то для преобразований Фурье будут справедливы свойства ряда Фурье для чет-

ных и нечетных функций. Это удобно, когда изучаемый процесс ограничен по-

лупрямой  ;0 . Тогда рассматривают пару следующих преобразований: 

− косинус преобразование 

    dtttfFc 




0

cos
2




 ,           (5.6) 

и обратно: 

    


dtFtf c




 cos
2

.           (5.7) 

− синус преобразование 

    dtttfFs 




0

sin
2




 ,           (5.8) 

и обратно: 

    


dtFtf s




 sin
2

.           (5.9) 

 

Пример 5.1. 

Дана функция  













.0,0

;0,

t

te
tf

t
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Запишем преобразование Лапласа для данной функции:   



p

tfL
1

. Заме-

няя ip  , получим соответствующее преобразование Фурье: 

  
 


j

tfF
1

. То же самое можно получить по определению преобразова-

ния Фурье:   
 

  















 jj

e
dteeF

tj
ttj 1

00

. При этом ампли-

тудный спектр равен  
22

1





F , фазовый спектр 

   



 arctgF  arg . 

 Пример 5.2. 

 Задан импульс, длящийся время  :  
















.,0

;0,1

;0,0





t

t

t

tf  

Записывая функцию  tf  в виде разности единичных функций, найдем ее пре-

образование по Лапласу: 

       tttf ,        pp e
p

e
pp

tfL    1
111

. 

Преобразование Фурье данной функции будет иметь вид: 

     2
22

2
sin2

2

2
1

1













j
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j
j e

j

eee
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j
tfF





 


 . 

Такая форма записи позволяет легко записать амплитудный и фазовый спектры: 

 




 2
sin

2F   и   
2


  . 
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5.4    Примеры нахождения спектральных характеристик неперио-

дических сигналов 

 

Рассмотрим важные для практики примеры нахождения спектральной 

плотности и спектральных характеристик непериодических сигналов. 

 

Пример 5.3  Единичная функция   t  изображается графиком, как пока-

зано на рисунке 4.1. 

 

                  

 

 

            

 

                                                  

  

                                                                                     

Рис. 5.1. Единичная функция 

 

 

Единичная функция  t  определяется следующим образом:  

 









.0,1

,0,0

t

t
t . 

Если попытаться вычислить спектральную плотность единичной функции 

 t   «напрямую», возникает затруднение, связанное с тем, что эта функция не 

является абсолютно интегрируемой. 

В этом случае умножают заданную функцию на затухающую экспоненту 

0,   te . Вычислив спектральную плотность функции   tet   , искомую 

спектральную плотность находят предельным переходом при 0 . 

 

)(t
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0 t 
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Пример 5.4   Прямоугольный импульс 

Сигнал, определяемый выражением:   
















,
2

,0

,
2

,

)(




t

th

tS  

 

находит широкое распространение как в технике, так и в теории сигналов и 

цепей. Прямоугольный импульс высотой  h , длительностью    изображен на 

рисунке 5.2. 

 

                                                                  

 

 

 

Рис. 5.2. Прямоугольный импульс высотой h 

 

     Применяя формулу (5.5), находим спектральную плотность этого импульса. 
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Пример 5.5.  Треугольный импульс  

                                                                

                        )t(s   

                           h 

 

 

 

             -/2            0        /2                       t 

 Рис. 5.3. Треугольный импульс S(t) 

 

     График функции представлен на рисунке 5.3.  

     Решение. Вычисляем спектральную плотность  F . 
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     График спектральной плотности  изображен на рисунке 5.4. 

                 

                                  

                       

                              

 

 

Рис. 5.4. График спектральной плотности )(F  
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Пример 5.6. Колоколообразный импульс 

Колоколообразный импульс задается функцией  
2

2

2)( a

t

eAtS


 , 

 t . Этот импульс совпадает по форме с графиком нормального (гаус-

совского) закона распределения вероятностей и называется также гауссовским 

импульсом. Колоколообразный импульс и его спектральная плотность изоб-

ражены на рисунке 5.5. 

Будем находить спектральную плотность данного импульса. По формуле 

(5.5) имеем 

                                                   







   deeAF tja

t
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2 . 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 5.5. Колоколообразный импульс и его спектральная плотность 

 

      Для вычисления интеграла удобно в подынтегральной функции допол-

нить показатель степени до квадрата суммы 
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где величина d  определяется из условия        

                      

 F  
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А 
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t 

02
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2 , то есть  

2
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 . 

Таким образом, выражение для   F  приводится к виду                       
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Перейдем к новой переменной d
a

t
x 

2
, получим 

                                                  




 dxeaeAF xd 22

2 . 

Так как 




  dxe x2

, то окончательно 

 
2

2
22

222 b

a

eBeaAF






 , где 
a

b
1

 ,    AaB 2 . 

      Полученный результат имеет важное значение для теории сигналов. Ока-

зывается, что гауссовский импульс и его спектр выражаются одинаковыми 

функциями и обладают свойством симметрии: для получения одной из них по 

заданной другой достаточно совершить замену  t  на    и наоборот. 

 

Пример 5.7.  Волновой цуг 

Так называют функцию, определяемую равенством:  

                                                                                                                                                   

                       

 

 

                                                             

                                                    

 

       Рис. 5.6. Волновой цуг 
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График функции представлен на рисунке 5.6. Рассматриваемый сигнал 

играет в теории связи большую роль. Определим его спектральную плотность. 
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