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ВВЕДЕНИЕ 

 

Операционное (символическое) исчисление применяется для решения ли-

нейных обыкновенных дифференциальных уравнений и дифференциальных 

уравнений с частными производными, дифференциально-разностных уравне-

ний и интегральных уравнений типа свёртки, к которым приводятся задачи по 

переходным процессам линейных физических систем электротехники, радио-

техники, импульсной техники, теории автоматического регулирования и других 

отраслей науки и техники. 

В учебно-методическом пособии приведены основные понятия операци-

онного исчисления на основе преобразования Лапласа, показано его приложе-

ние при решении дифференциальных уравнений и систем линейных дифферен-

циальных уравнений. Рассмотрены различные способы нахождения оригиналов 

для заданных изображений и способы нахождения изображений для заданных 

оригиналов. Подобраны 25 вариантов заданий для самостоятельного решения, 

которые помогут в отработке навыка нахождения оригиналов и изображений. 

 

Правила выполнения и оформления работ 
 

1. Каждая работа должна быть выполнена на листах формата А4 с рамкой и 

подшита в скоросшиватель.  

2. На титульном листе должны быть написаны фамилия, инициалы, номер 

зачетной книжки студента, название дисциплины, название учебного за-

ведения. 

3. В работу должны быть включены все задачи, указанные в задании, строго 

по положенному варианту. 

4. Решения задач надо располагать в порядке возрастания номеров задания, 

сохраняя номера задач. 

5. Решения задач следует излагать подробно и аккуратно, делая необходи-

мые чертежи. 
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ЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ 
  

 

 Задача 1. Пользуясь свойством линейности, найти изображение функции )(tf . 

 

1.1 t4tsh5tf cos)(   1.14 tsh2tch3tf )(  

1.2 t7t5tf sincos)(   1.15 
tetf 23)(   

1.3 ttf cos
3

1
12)(   1.16 t

7

5
t3tf sin)(   

1.4 t4t3tf sin)(   1.17 1t5tf  cos)(  

1.5 t216tf sin)(   1.18 tch14t5tf )(  

1.6 )cos()( ttch
2

1
tf   1.19 )cos()( ttch

2

1
tf   

1.7 )sin()( ttsh
2

1
tf   1.20 )sin()( ttsh

2

1
tf   

1.8 tsh2etf t )(  1.21 t3etf t )(  

1.9 t5etf t sin)(   1.22 7e15tf t )(  

1.10 t
3

2
12tf sin)(   1.23  2t

5

4
tf  cos)(  

1.11 
t4e23tf )(  1.24 1tch5tf )(  

1.12 t4ttf 2 sin)(   1.25 tch4e2tf t )(  

1.13  2t118tf  cos)(    
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Задача 2. Пользуясь теоремой подобия, найти изображение функции )(tf . 

 

2.1 tttf 3cos2sin)(   2.14 tchttf 413sin5)(   

2.2 27sin)(  ttf  2.15 
tettf  9sin7)(  

2.3 tttf 2sin523sin)(   2.16 135cos)(  ttf  

2.4 336cos4)(  ttf  2.17 122cos)(  ttf  

2.5 ttf 4cos41)(   2.18 tttf 4cos1010cos)(   

2.6 ttshtf 5cos512)(   2.19 ttshtf 21cos7)(   

2.7 ttshtf 11cos4)(   2.20 tchtchtf 313133)(   

2.8 tshttf 5514sin)(   2.21 tshtchtf 7717)(   

2.9 tchttf 124cos
4

3
)(   2.22 ttf 11cos

17

12
)(   

2.10 
13

5
13)(  tchtf  2.23 179

5

3
)(  tshtf  

2.11 335sin33)(  ttf  2.24 ttchtf 5sin5511)(   

2.12 tchtchtf 144)(   2.25 tttf 7sin3cos)(   

2.13 ttshtf sin
7

6
6)(     
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Задача 3. Найти изображения кусочно-непрерывных функций, пользуясь 

теоремой запаздывания. 
 

3.1 

 

3.14 

 

3.2 

 

3.15 

 

3.3 

 

3.16 

 

3.4 

 

3.17 

 

3.5 

 

3.18 

 

3.6 

 

3.19 
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3.7 

 

3.20 

 

3.8 

 

3.21 

 

3.9 

 

3.22 

 

3.10 

 

3.23 

 

3.11 

 

3.24 

 

3.12 

 

3.25 

 

3.13 
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Задача 4. Найти изображение периодической функции. 

 

4.1 








.,,

,,
)()(

0t2n2t1n20

1n2tn2n2t
2tftf  

,...,, 210n   

 

4.2 








.,

,,
)()(

0t0

1ntnnt
1tftf  

,...,, 210n   

 

4.3 















.,

,,

,,

)()(

0t0

2n2t1n21

1n2tn21

2tftf  

,...,, 210n   

 

4.4 








,,

,,,
)()(

2n2t1n21

0t1n2tn20
2tftf  

,...,, 210n   

 

4.5 















.,

,),(

,,

)()(

0t0

2n2t1n21n2t

1n2tn2n2t

2tftf  

,...,, 210n   
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4.6 















,,

,,

,),(

)()(

0t0

2n2t1n23n4t2

1n2tn21n4t2

2tftf  

,...,, 210n   

 

4.7 








,,

,),(
)()(

0t0

1ntn1n2t2
1tftf  

,...,, 210n   

 

4.8 















,,

,,

,,,

)()(

4n4t3n41

2n4t1n41

0t1n2tn20

4tftf  

,..,, 210n   

 

4.9 























,,,

,,

,,

)()(

0t2n2t1n20

1n2t
2

1
n2

2

1

2

1
n2tn2n2t

2tftf  

,...,, 210n     

4.10 















,,

,,

,,,

)()(

4n4t3n42

2n4t1n42

0t1n2tn20

4tftf  

,..,, 210n   
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4.11 























,0,2212,0

,12
4

3
2,

4

3

,
4

3
22,2

)2()(

tntn

ntn

ntnnt

tftf  

,...,, 210n   
 

4.12 























,0,2)44(2)24(,0

,2)24(2)14(,24
2

,2)14(8,4
2

)8()(

tntn

ntnn
t

ntnn
t

tftf

,...,, 210n   
 

4.13 












.0,2)22(2)12(,0

,2)12(4,2
2)4()(

tntn

ntnn
t

tftf

,...,, 210n   

 

4.14 











.,

,)(,
)()(

0t0

21ntn2n
2

t

2tftf  

,...,, 210n   

 

4.15 















.0,0

,3)22(3)12(,1

,3)12(6,1

)6()(

t

ntn

ntn

tftf

,...,, 210n   
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4.16 
 










,2)22(2)12(,1

,0,2)12(4,0
)4()(

ntn

tntn
tftf  

,...,, 210n   

 

4.17 























.0,0

,2)22(2)12(),1(2
2

,2)12(4,2
2

)4()(

t

ntnn
t

ntnn
t

tftf

,...,, 210n   
 

4.18 























,0,0

,3)22(3)12(,34
3

2

,3)12(6),14(
3

2

)6()(

t

ntnn
t

ntnn
t

tftf

,...,, 210n   
 

4.19 








,0,0

,2)1(2),12(
)2()(

t

ntnnt
tftf  

,...,, 210n   

 

4.20 















,2)44(2)34(,1

,2)24(2)14(,1

,0,2)12(4,0

)8()(

ntn

ntn

tntn

tftf

,...,, 210n   

 

4.21 








0,0

,1,
)1()(

t

ntnnt
tftf  

,...,, 210n   
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4.22 








0t2n2t1n20

1n2tn21
2tftf

,,

,,
)()(

,...,, 210n   

 

4.23 















,,

,,

,,

)()(

4n4t2n41

2n4tn41

0t0

4tftf

,...,, 210n   
 

4.24 















,,

,,

,,

)()(

2n2t1n22

1n2tn22

0t0

2tftf

,...,, 210n   
 

4.25 












.0,2)22(2)12(,0

,2)12(4,2
2)4()(

tntn

ntnn
t

tftf

,...,, 210n   
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Задача 5.  Решить дифференциальное уравнение при заданных начальных 

условиях. 

 

 

5.1 
tex3x   10x00x  )(,)(  

5.2 t2ex2x   00x0x  )()(  

5.3 tex3x2x   10x00x  )(,)(  

5.4 1xx   00x0x0x  )()()(  

5.5 txx2x sin  10x00x  )(,)(  

5.6 texx2x   10x00x  )(,)(  

5.7 txx sin  00x0x0x  )()()(  

5.8 txx   00x10x00x  )(,)(,)(  

5.9 txx cos  00x20x  )(,)(  

5.10 2txx2x   00x10x  )(,)(  

5.11 txx sin  00x10x0x  )(,)()(  

5.12 txx cos  10x10x  )(,)(  

5.13 txx   00x10x30x  )(,)(,)(  

5.14 3x5x2x   00x10x  )(,)(  

5.15 1x2x2x   00x0x  )()(  

5.16 1xx   00x10x  )(,)(  

5.17 txx cos  00x0x20x  )()(,)(  

5.18 texx   20x00x0x  )(,)()(  

5.19 txx cos  00x20x  )(,)(  

5.20 ttexx   00x0x  )()(  

5.21 txx sin  00x10x  )(,)(  

5.22 t2xx sin  10x10x  )(,)(  

5.23 4xx2x   20x20x10x  )(,)(,)(  

5.24 tex2x3x   00x0x  )()(  

5.25 2txx   10x00x  )(,)(  
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Задача 6. Найти оригинал для функции, используя метод неопределён-

ных коэффициентов. 

 

6.1 а) 
))((

)(
7p8p2

13p2
pF




  b) 

)(
)(

31p6pp

p7
pF

2 


  

6.2 а) 
))((

)(
7p1pp

7p4
pF




  b) 

)(
)(

31p8pp

p67
pF

2 


  

6.3 а) 
))()((

)(
1p7p3p

11p12p
pF

2




  b) 

)(
)(

31p8pp

p17
pF

2 


  

6.4 а) 
))((

)(
1p9p

11p12
pF




  b) 

))((
)(

1p2pp

15p4
pF

2 


  

6.5 а) 
))((

)(
7p1p

16p
pF




  b) 

))((
)(

1p2pp

15p
pF

2 


  

6.6 а) 
)12)(2(

9
)(

2






pp

p
pF  b) 

))((
)(

7p7p2p

5p2
pF

2 


  

6.7 а) 
)11)(105(

1
)(






pp

p
pF  b) 

))((
)(

1p10p6pp

7p
pF

2 


  

6.8 а) 
))((

)(
3p1p

13p4
pF




  b) 

))((
)(

1p10p6p

7p
pF

2 


  

6.9 а) 
))((

)(
15p2p

19p2
pF




  b) 

))((
)(

7p7p2p

5p2
pF

2 


  

6.10 а) 
))((

)(
1p12p

19p2
pF




  b) 

))((
)(

1p4p3p

p29
pF

2 


  

6.11 а) 
))((

)(
9p12p

36p
pF




  b) 

))((
)(

2pp3p

8p
pF

2 


  

6.12 а) 
))()((

)(
1p5p3p

11p
pF

2




  b) 

))((
)(

5p2pp

7p
pF

2

2




  

6.13 а) 
))((

)(
7p1p

3p4
pF




  b) 

))((
)(

3p2pp

13p5
pF

2 


  

6.14 а) 
))((

)(
7p5p

3p
pF




  b) 

))((
)(

5p3p1p

16p
pF

2

2




  

6.15 а) 
))()((

)(
1p8p3p

11p12p
pF

2




  b) 

))((
)(

4p3p1p

6p
pF

2

2




  

6.16 а) 
))((

)(
11p6p

3p7
pF




  b) 

))((
)(

13p2pp

13p
pF

2 
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6.17 а) 
))()((

)(
3p2p1p

2p
pF

2




  b) 

))((
)(

5p2pp

4p
pF

2

2




  

6.18 а) 
))((

)(
6p7p

5p2
pF




  b) 

))((
)(

2pp3p

8p
pF

2 


  

6.19 а) 
))((

)(
1p5p

9p8
pF




  b) 

))((
)(

2p3p4p

p5p
pF

2

2




  

6.20 а) 
))((

)(
11p7p

11p20
pF




  b) 

))((
)(

1p4p3p

p9
pF

2 


  

6.21 а) 
))((

)(
3p13pp

19p
pF




  b) 

))((
)(

1p4p3p

4p
pF

2 


  

6.22 а) 
))((

)(
1p12pp

17p2
pF




  b) 

))((
)(

7p4p3pp

11p
pF

2 


  

6.23 а) 
)7)(2)(6(

4
)(

2






ppp

p
pF  b) 

))((

)(
)(

1p2pp

1p2
pF

2 


  

6.24 а) 
))((

)(
9p8p

3p7
pF




  b) 

16p6p

p7
pF

2 


)(  

6.25 а) 
))((

)(
3p6p

5p12
pF




  b) 

)72)(11(

52
)(

2 




ppp

p
pF  
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ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 
 

 

 Задача 1.  

 Пользуясь свойством линейности найти изображение функции )(tf : 1) 

tshtf )( ; 2) t5t3tf cossin)(  ; 3) t211tf cos)(  . 

 

Решение. 

1) Имеем 
2

ee
tshtf

tt 
)( , по таблице приложения 1 имеем  

.,
1p

1
e

1p

1
e tt





   

Пользуясь свойством однородности и линейности, получим 

 
1p

1

1p

2

2

1

1p1p

1p1p

2

1

1p

1

1p

1

2

1
ee

2

1
tsh

222

tt













































 

))((

 

Следовательно, 

1p

1
tsh

2 
  

 

2) По формулам (11) и (12) из таблицы приложения 1 имеем, 

1p

1
t

1p

p
t

22 



 sin,cos , следовательно, 

.cossin
1p

p53

1p

p5

1p

3

1p

p
5

1p

1
3t5t3

22222 














  

 

3) Так как 
p

1
1111   и 

1p

p
t

2 
cos , применяя свойство линейности, получим 

pp

11p9

1pp

p21p11

1p

p
2

p

11
t211

3

2

2

22

2 












)(

)(
cos . 

  

 Задача 2.  

 Пользуясь теоремой подобия, найти изображение функции )(tf : 1) 

t6tf sin)(  ; 2) atshjtf 22)(  . 

 

Решение. 

1) Воспользуемся тем, что 
1p

1
t

2 
sin , тогда по теореме подобия 
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,sin
36p

6

6

6p
6

1

1
6

p

1

6

1
t6

2

2

222 














 












  

следовательно, .sin
36p

6
t6

2 
  

2) Так как  jatatshj 222 sin  и t2
2

1

2

1

2

t21
t2 cos

cos
sin 


 , получаем 

.
)()()(

cos
4pp

2

4pp2

p4p

4p2

p

p2

1

4p

p

2

1

p2

1
t2

2

1

2

1
22

22

22 











  

Мы воспользовались формулой 









p2

1

2

1
 и формулой 

















1p

p
t

2
cos  из 

таблицы приложения 1, теоремой подобия 


































4p

p

1
2

p

2

p

2

1
t2

22
cos  и 

свойством линейности. 

Получим, что 
)(

sin
4pp

2
t

2

2


 , тогда вновь применяя теорему подобия, находим 

.
)4(

2

)4(

2

))(4(

)(2

)(

)(4

2

4
)(

2

4

21
sin

22

2

22

2

22

2

2

22

2

22

2

app

a

app

a

japp

ja

ja

jap
p

ja

p
p

ja

p

ja

pja
jat

























 












































  

В итоге получаем,  
)4(

2
22

2
22

app

a
atshj


 . 

 

 

 Задача 3.   

 Найти изображение функции )(tf , заданной графически (см. рис. 1). 
 

 

Рис. 1.  График функции )(tf  
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Решение. 

 

 Зададим функцию аналитически 









3t0t0

3t02
tf

,,

,,
)( . 

 
 

 

Рис. 2.  График функции )(t2  

 

Рис 3.  График функции  )( 3t2     
 

 

Функцию )(tf  можно представить как сумму единичных функций )(t2  

и )( 3t2    (см. рис. 2, 3), то есть )].3()([2)3(2)(2)(  tttttf   

Найдём изображение оригинала )(tf . По формуле 1 из таблицы прило-

жения 1, и теореме запаздывания имеем, 

).()]()([)( p3p3
e1

p

2

p

1
e

p

1
23tt2tf 









   

 

 Задача 4.   

 Найти изображение функции )(tf , заданной графически (рис. 4). 

 

 
Рис. 4. График функции )(tf  

 

Решение. 
 

 Найдём уравнение прямой на отрезке  3,2t , проходящей через две 

точки с координатами (2,0) и (3,5):  
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 Найдём уравнение прямой на отрезке  4,3t , проходящей через точки с 

координатами (3,5) и (4,0): 
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 В результате имеем, 
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tt
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 Запишем функцию )(tf  через сумму обобщённых единичных функций. 

График функции )2()105(  tt   имеет вид (рис. 5), 
 

 

 

Рис. 5.  График функции )()( 2t10t5    

 

 

а график функции )3()105(  tt   имеет вид (рис. 6). 
 

 

Рис. 6. График функции )()( 3t10t5    

 

 Складывая эти графики, получаем график функции 

)3()105()2()105(  tttt   (рис. 7). 
 

 

Рис. 7.  График функции )()()()( 3t10t52t10t5    
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 Рассуждая аналогично, получаем, что график функции 

)4()520()3()520(  tttt   имеет вид (рис. 8). 
 

 

 

Рис. 8. График функции )()()()( 4tt5203tt520    

 

 Таким образом  

)(tf )()()()( 3t10t52t10t5   + )()()()( 4tt5203tt520   . 

 Сгруппируем слагаемые, вынесем общий множитель за скобки  

)(tf )()()()( 3tt52010t52t2t5   + )()( 4t4t5    =  

= )()()()( 3t30t102t2t5   + )()( 4t4t5   = 

= )()()()( 3t3t102t2t5   + )()( 4t4t5    

Функция )( tf представлена в виде суммы функций вида )()( 00 tttt   , 

изображение которых равно 
200

0

)()(
p

e
tttt

pt
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В результате получаем 
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 Задача 5.   

 Найти изображение периодической функции (см. рис.9). 
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Рисунок 9 – График функции )(tf  
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Решение. 

 По теореме о периодическом оригинале, получаем 
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 Задача 6.  
 Решить задачу Коши 

.3)0(,1)0(,223 3  xxexxx t  

 

Решение. 

I. Перейдём от оригиналов к изображениям 
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Запишем уравнение для изображений 

.
3
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p
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II. Решим уравнение для изображений 
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III. Найдём оригинал для функции )( pX : 
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Эта функция является решением исходной задачи Коши. 

 

 Задача 7.   

 Найти оригинал для функции   
)134(
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Решение. 

Представим )( pF  в виде 
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где  CBA ,,  - неопределённые коэффициенты. Отсюда следует равенство 

ApCApBACpBpAApAppp 13)4()(1341333 2222 

 Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях р, получаем си-

стему уравнений для нахождения неопределённых коэффициентов: 
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Таким образом, )( pF  имеет вид 
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Находим оригиналы 
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 Следовательно, 

.3sin
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1
3cos41)(
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Приложение 1 
Таблица оригиналов и изображений 

 

Для нахождения изображения или оригинала требуется применить свой-

ства преобразования Лапласа так, чтобы к функции или её составляющим мож-

но было применить результаты, содержащиеся в таблице 3.  

 
 Таблица 3. Таблица оригиналов и изображений 

№ )(tf  )( pF  

1 )(t  
p

1
 

2 )( 0tt   
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e 0pt
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Продолжение таблицы 3 

№  )(tf  )( pF  
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Продолжение таблицы 3 

№  )(tf  )( pF  
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Продолжение таблицы 3 

№  )(tf  )( pF  
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Приложение 2 
 

Таблица основных свойств преобразования Лапласа 

 

При нахождении изображений и оригиналов удобно пользоваться свой-

ствами преобразования Лапласа, которые представлены в таблице 4. Обозначе-

ния: )()( pFtf  ; n21 aaaa ,...,,, , 0p   - комплексные числа, 00 t , T  - период. 

 
 Таблица 4. Таблица основных свойств преобразования Лапласа 
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Определение изобра-
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  Продолжение таблицы 4 

10 Теорема смещения 

 

)()( 0
tp
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11 
Дифференцирование 
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13 
Интегрирование ориги-
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