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§1. Первообразная функция  

и неопределенный интеграл 

 

О п р е д е л е н и е 

Функция )(xF  называется первообразной функцией 

(первообразной) для функции f(x) на интервале (a,b), если 

в любой точке x этого интервала функция )(xF  дифферен-

цируема и имеет производную )(xF  , равную f(x). 

Т е о р е м а 

Если )(1 xF и )(2 xF -любые первообразные для данной 

функции f(x), то разность )(2 xF - )(1 xF  есть величина по-

стоянная, то есть  любые  две первообразные для одной и 

той же функции могут отличаться лишь на постоянную ве-

личину. 

О п р е д е л е н и е 

Множество всех первообразных функций для данной 

функции f(x) называется неопределенным интегралом от 

функции  f(x) и обозначается символом  dxxf )( . Если 

)(xF  есть одна из первообразных для функции f(x), то есть 

)(xF  = f(x), то 

 

 dxxf )( = f(x)+С  (1) 

 

где С-любая постоянная. 

В равенстве (1)  -знак интеграла 

                            f(x)-подынтегральная функция 

                            f(x)dx-подынтегральное выражение 

                            x-переменная интегрирования 

                            С-постоянная интегрирования 
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Подынтегральное выражение f(x)dx представляет со-

бой дифференциал любой из первообразных правой части 

равенства (1). 

Нахождение неопределенного интеграла от данной 

функции называется итегрированием. Интегрирование и 

дифференцирование- это две взаимно-обратные операции. 

С геометрической точки зрения неопределенный ин-

теграл есть семейство некоторых плоских кривых 

CxFy  )( , где С-параметр. 

Кривые данного семейства есть интегральные кри-

вые. Они обладают следующим свойством: касательные, 

проведенные к этим кривым в точках с одинаковой абс-

циссой, параллельны между собой. Любую интегральную 

кривую данного семейства можно получить с помощью 

параллельного переноса любой другой кривой этого се-

мейства вдоль оси Оу. 

Свойства неопределенного интеграла : 

1. Дифференциал неопределенного интеграла равен 

подынтегральному выражению, то есть 

 

  dxxfdxxfd )())((  

 

2. Неопределенный интеграл от дифференциала не-

которой функции равен этой же функции, сложенной с 

любой постоянной, то есть 

 

  Cxxd )())((   

 

3. Постоянный множитель( отличный от нуля) можно 

выносить за знак неопределенного интеграла, то есть 

 

  dxxfAdxxAf )()(  
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4. Неопределенный интеграл от алгебраической сум-

мы нескольких функций равен алгебраической сумме не-

определенных интегралов от каждой функции в отдельно-

сти, то есть 

 

    dxxgdxxdxxfdxxgxxf )()()()}()()({   

 

 

§2. Таблица основных интегралов 

 

Интегрирование есть операция обратная дифферен-

цированию. Следовательно, каждая формула дифференци-

рования приводит к соответствующей формуле интегриро-

вания. Интегралы, помещенные в указанной ниже таблице, 

будем называть табличными. 

 

1.   Cxdx  

2. -1n где,
1

1







 C
n

x
x

n
n     

3. Cx
x

dx
 ln  

4. Cedxe xx   

5. C
a

a
dxa

x
x  ln

 

6. CCosxdxSinx   

7.   CSinxCosxdx  

8. Ctgxdx
xCos

dx
 2

 

9. Cctgxdx
xSin

dx
 2
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10. C
a

x
dx

xa

dx



 arcsin

22
 

11. C
a

x
arctg

a
dx

xa

dx



1

22
 

12. C
ax

ax

a
dx

ax

dx







 ln
2

1
22

 

13. Caxxdx
ax

dx





2

2
ln  

14. Cxdx
x

dx



 arccos

1 2
 

15.  


Carctgx
x

dx
21

 

 

С помощью дифференцирования и определения не-

определенного интеграла можно установить справедли-

вость табличных интегралов. 

Познакомимся с различными методами интегрирования. 

 

§3. Непосредственное интегрирование 

 

Данное интегрирование основано на применении 

таблицы основных интегралов, основных свойств неопре-

деленного интеграла, а также простейших тождественных 

преобразований подынтегральной функции и его принято 

называть непосредственным интегрированием. 

 

Рассмотрим примеры 

1. Найти интеграл: 

 

dx
x

x
xx )

6
3( 4   
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Р е ш е н и е 

Предварительно преобразуем подынтегральную 

функцию, затем применим свойство (4) неопределенного 

интеграла и табличную формулу (2) 

 

dx
x

x
xx )

6
3( 4  = dx

x

x
xx )

6
3(

2

1

2

1

4  =

   dxxdxxdxx 2

1

2

1

4 63 =    dxxdxxdxx 2

1

2

1

4 63 =

2

35
3

2

3

5 xx
 +6

2

3

2

3

x
=

3

26

3

2

5

3 335 xxx 
 =

Cx
xx

 3
35

4
3

2

5

3
 

 

2. Найти интеграл 

 

  dxeSinx x )26(  

 

Р е ш е н и е 

Применяем свойства неопределенного интеграла и 

табличные интегралы (6) и (4) 

 

  dxeSinx x )26( =   dxeSinxdx x26 = CeCosx x  26  

 

3. Найти интеграл 

 

dx
xxx 














4

25

1

9

2

22
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Р е ш е н и е 

Применяем свойства (3) и (4) и табличные интегралы 

под номерами (11), (10), (3) 

 

dx
xxx 














4

25

1

9

2

22
= Cx

xx
arctg  ln3

5
arcsin

33

1
2  

 

4. Найти интеграл 

 

dx
x

xx



3

2 )3)(2(
 

 

Р е ш е н и е 

Необходимо раскрыть скобки в числителе и получен-

ное выражение почленно разделить на знаменатель 

 

dx
x

xx



3

2 )3)(2(
=

dx
x

x

x

x

x

x

x

x
dx

x

xxx
)

632
(

632
333

2

3

3

3

23




  = (сократим 

дроби и по свойству(4) представим интеграл в виде суммы 

и разности интегралов)     dx
x

dx
x

dx
x

dx
32

632
1 = 

(вынесем постоянные множители за знак интегра-

ла)  
32

632
x

dx

x

dx

x

dx
dx (первые 2 интеграла таблич-

ные(1),(3), а в 3 и 4 воспользуемся свойством степе-

ней
n

n

a
a

1
 ) = dxxdxxxx 

  32 63ln2  = 

=
2

6
1

3ln2
21








xx

xx +С= C
xx

xx 
2

33
ln2  
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5. Найти интеграл 

 

 


dx

xx

x

)1(

)1(
2

2

 

 

Р е ш е н и е 

Преобразуем подынтегральную функцию и предста-

вим интеграл в виде суммы интегралов, каждый из кото-

рых является табличным 

 

 


dx

xx

x

)1(

)1(
2

2

=

dx
xx

x
dx

xx

x
dx

xx

xx
dx

xx

xx

)1(

2

)1(

)1(

)1(

2)1(

)1(

21
22

2

2

2

2

2



















=     Carctgxx
x

dx

x

dx



  2ln

)1(
2

2
 

 

6. Найти интеграл 

 

dx
x

e
e

x
x )

cos
1(

2



  

 

Р е ш е н и е 

Раскроем скобки в выражении и представим интеграл 

в идее суммы интегралов 

dx
x

e
e

x
x )

cos
1(

2



 =

Ctgxedx
x

dxedx
x

e xxx   22 cos

1
)

cos

1
(  
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7. Найти интеграл 

 

dx
xx 22 cossin

1
 

 

Р е ш е н и е 

Воспользуемся основным тригонометрическим свой-

ством ( xx 22 cossin1  ) и разобьем интеграл на сумму 

интегралов 

dx
xx 22 cossin

1
=

 









dx

xx

x
dx

xx

x
dx

xx

xx
22

2

22

2

22

22

cossin

cos

cossin

sin

cossin

cossin

  Cctgxtgxdx
x

dx
x 22 sin

1

cos

1
 

 
 

§4.Интегрирование заменой переменной  

или метод подстановки 
 

Если данный интеграл  dxxf )(  не является таблич-

ным и не может быть найден способом непосредственного 

интегрирования, то во многих случаях введение новой пе-

ременной интегрирования позволяет свести данный инте-

грал к табличному. В этом заключается сущность метода 

подстановки. 

Упростим интеграл  dxxf )(  методом подстановки. 

Введем новую переменную t, где )(t -есть монотонная и 

непрерывно дифференцируемая функция на некотором 

промежутке. Если на указанном промежутке изменения 

переменной x функция  f(x) интегрируема, то будем иметь: 

x= )(t ,  dttdx )(' , и  dxxf )( =  (t)dt'(t))f(   
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После того, как интеграл будет найден от перемен-

ной t, необходимо назад вернуться к первоначальной пе-

ременной x. 

Иногда вместо подстановки x= )(t  применяют под-

становку t= )(x , то есть рассматривают новую перемен-

ную t, как функцию от x. 

Рассмотрим решение примеров. 

 

1. Найти интеграл 

 

 13x

dx
 

 

Р е ш е н и е 

Воспользуемся подстановкой 13  xt и сведем инте-

грал к табличному интегралу (3) 

 13x

dx
=

3

dt
dx

dx выражаем

dt3dx

руемдифференци

13





 tx

аподстановк

=  t

dt

3
=

Cxt
t

dt
 13ln

3

1
ln

3

1

3

1
 

 

2. Найти интеграл 

 

xdxe x


12
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Р е ш е н и е 

xdxe x


12

=

x

dt
dx

dtxdx

t

2

2

1x

аподстановк

2







=  x

dt
xe t

2
 (сократим 

x)= Cee
dt

e xtt  


12

2

1

2

1

2
 

 

3. Найти интеграл 

 

  6

2

1 x

dxx
 

 

Р е ш е н и е 

Чтобы привести данный интеграл к табличному (15), 

необходимо выполнить подстановку 

  6

2

1 x

dxx
=

2

2

3

3

3

x

dt
dx

dtdxx

tx

аподстановк







=

Carctgxarctgt
t

dt

t

x

dt
x





 

3

22

2

2

3

1

3

1

13

1

1

3  

 

4. Найти интеграл 

 

  9

2
4x

xdx
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Р е ш е н и е 

Преобразуем интеграл и выполним подстановку 

  9

2
4x

xdx
=

x

dt
dx

dtxdx

t

x

xdx

2

2

x

аподстановк

3)(

2
2

222








 =

C
x

x

t

t

t

dt

t

x

dt
x















  3

3
ln

6

1

3

3
ln

6

1

33

2
2

2

2

2222
 

 

5. Найти интеграл 

 

xdxxtg 2sec)12( 23

   

 

Р е ш е н и е 

xdxxtg 2sec)12( 23

  =

2
2sec

22sec

t1tg2x

аподстановк

2

2

dt
xdx

dtdxx







=  
2

3 dt
t =

C
t

dtt  42

1

2

1 4
3 = Ct 4

8

1
Cxtg  4)12(

8

1
 

 

6. Найти интеграл 

 

dx
x

x


 2

2

1

arcsin
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Р е ш е н и е 

dx
x

x


 2

2

1

arcsin
=

dt



2x-1

dx

tarcsinx

аподстановк

=

CxC
t

dtt 
3

3
2 arcsin

3

1

3
 

 

В тех случаях, когда становится ясным, какая под-

становка подходит к данному интегралу, чтобы свести его 

к табличному, можно интеграл решать следующим обра-

зом: dx
x

x


 2

2

1

arcsin
= C

x
xxd  3

arcsin
)(arcsinarcsin

3
2  

 

7. Найти интеграл 

 

dx
e

e

x

x


 76

3

  

 

Р е ш е н и е 

 

dx
e

e

x

x


 76

3

=

3

3

te

аподстановк

3

3

3x

dt
dxe

dtdxe

x

x







=




 Ctt
t

dt
7ln(

3

1

73

2

2
Cee xx  7ln

3

1 33  
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8. Найти интеграл 

 

  x

xdx
2sin4

2sin
 

 

Р е ш е н и е 

 

  x

xdx
2sin4

2sin
=

dtxdx

dtxdxx

x







2sin

cossin2

tsin4

аподстановк

2

=

Cxt
t

dt


2sin4lnln  

 

9. Найти интеграл 

 

  x

xdx
2sin16

cos
 

 

Р е ш е н и е 

  x

xdx
2sin16

cos
=( можно явным образом не вводить перемен-

ную t)=   x

xd
22 sin4

)(sin
= C

x
arctg 

4

sin

4

1
 

 

 

§5. Интегрирование по частям 

 

Так как интегрирование- действие, обратное диф-

ференцированию, то каждому правилу дифференциро-

вания должно соответствовать некоторое правило инте-

грирования. 
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Метод интегрирования по частям следует из форму-

лы дифференцирования произведения двух функций. 

Пусть U(x) и V(x)-дифференцируемые функции от x. 

Имеем 

 

VdUUdVUVd )(  

 

Откуда 

 

VdUUVdUdV  )( . 

 

Интегрируя обе части последнего равенства, получаем 

 

   VdUUVdUdV )(  

 

или  

 

  VdUUVUdV  

 

Данная формула является формулой интегрирования 

по частям. 

Интегрирование по частям состоит в том, что подын-

тегральное выражение dxxf )(  представлено в виде произ-

ведения двух множителей U  и dV  

 

Пользуясь формулой найти интегралы: 

 

а) dxex x

       б)   xdxx cos)2(   в)  arctgxdx 
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а) Р е ш е н и е 
 

dxex x

 

 



xx edxe

dx

частямпо

V  dx,dU

тогда

edV иx  U

положим

x = dxeex xx

 =

Ceex xx   

 

б) Р е ш е н и е 
 

  xdxx cos)2( =

 



xxdx

dx

частямпо

sincosV  dx,dU

тогда

cosxdV и  2xU

положим

=

dxxxx  sinsin)2( = Cxxx  cossin)2(  

 

в) Р е ш е н и е 
 

 arctgxdx=

 








xdxV

dxdV

dx
x

dU

arctgxU

частямпо

21

1
=  

 dx
x

xxarctgx
21

1
 

(интеграл решаем подстановкой) 
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2

2

1 2

dt
xdx

dtxdx

tx

аподстановк







= 
t

dt
xarctgx

2
= txarctgx ln

2

1
 =

Cxxarctgx  21ln
2

1
 

 

Найдем интеграл dxexx x

  )522 = 

x

x

eV

dxedV

dxxdU

x









)22(

52xU

частям по

2

=   dxxeexx xx )22()52( 2  

x

x

eV

dxedV

dxdU

x









2

22U

частям по

=  dxeexexx xxx 2)22(()52( 2 )=

 xx exexx )22()52( 2 Cex 2 =

CexxCeexxx xxx  )94(2)2252( 22  

 

(в данном случае мы дважды применили формулу инте-

грирования по частям). 

 

УКАЗАНИЕ. Чтобы найти интегралы следующего вида 

  xdxxPxdxxPdxexP x  cos)(;sin)(;)( , 
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где )(xP - многочлен, следует последовательно при-

менять формулу интегрирования по частям столько раз, 

какова степень многочлена. При этом за U -принимают 

многочлен, т.е. функцию, которая упрощается при диффе-

ренцировании. 

В таких интегралах, как  

   dxxdxxnxdxenxdxe mxmx )cos(ln;)sin(ln;cos;sin

; dxxadxxa   2222 ;  и других,  применение фор-

мулы повторно (интегрирования по частям) приводит дан-

ный интеграл к  уравнению.  

 

Рассмотрим пример. 

Найти интеграл xdxe x sin  

Р е ш е н и е 

 

xdxe x sin =

 







xxdxV

xdxdV

dxedU

e

x

x

cossin

sin

U

частям по

=

  dxxexe xx coscos   xdxexe xx coscos  

 







xxdxV

xdxdV

dxedU

e

x

x

sincos

cos

U

частям по

=  ;sinsincos xdxexexe xxx  

будем иметь: 
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;sincossinsin xexexdxexdxe xxxx    

 xdxe x sin2 ;sincos xexe xx   

xdxe x sin = C
xexe xx




2

sincos
 

 

Рассмотрим еще такой пример. 

Найти интеграл  dxx)sin(ln  

Р е ш е н и е 

 

 dxx)sin(ln

xV

dxdV

dx
x

xdU

x









1
)cos(ln

)sin(lnU

частям по

=

dx
x

xxxx 
1

)cos(ln)sin(ln =

xV

dxdV

dxxdU

x









)sin(ln

)cos(lnU

частям по

= 









  dx

x
xxxxxx

1
)sin(ln)cos(ln)sin(ln =

 dxxxxxx )sin(ln)cos(ln)sin(ln ; 

  Cxxxdxx )cos(ln)sin(ln)sin(ln2  

 


 C
xxx

dxx
2

)cos(ln)(sin(ln
)sin(ln  
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Найдем интеграл: 

dxx 
21 -перенесем иррациональность в знаме-

натель и интеграл представим в виде 2-х интегралов, и ис-

пользуем метод интегрирования по частям. 

dxx 
21 = 










dx

x

x

x

dx
dx

x

x

2

2

22

2

111

1
-

первый интеграл находим по таблице, во втором использу-

ем указанный метод: 

 







 22

2

11 x

xdxx
dx

x

x
=

   












222

1

22

1

2

2

2

1)1()1(
2

1
)1(

1

1

U

частям по

xxdxxdxx
x

xdx
V

dx
x

x
dV

dxdU

x

= dxxxx   22 11  и 

  Cdxxxxxxdxx 211)1ln(1 2222 . 

Имеем   Cxxxxdxx 
222 1)1ln(

2
11  

 

Рекуррентная формула для интеграла вида 

  nx

dx

)1( 2
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Р е ш е н и е 

 

  nx

dx

)1( 2
=

 








 nnn x

xdx
x

x

dx
dx

x

xx

)1()1()1(

1
2122

22

 ( ) 

 

Такой интеграл будем находить с помощью формулы 

интегрирования по частям. Полагают xU   и 

nx

xdx
dV

)1( 2 
 , тогда dxdU   и  

 

)1()1(
2

1

)1(

22

2



 

 xdx
x

xdx
V n

n
=

12

12

)1(

1

22

1

1

)1(

2

1













n

n

nnn

x
 

 

Таким образом   nx

dx

)1( 2
= 

  








 121212 )1(22

1

)1(22

1

)1( nnn x

dx

nx

x

nx

dx
=

  








1212 )1(
)

22

1
1(

)1(22

1
nn x

dx

nx

x

n
 

 

Окончательно имеем 

  nx

dx

)1( 2
=   







 1212 )1(22

32

)1(22

1
nn x

dx

n

n

x

x

n
 

(  ) 
Формула(  ) 
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Называется рекуррентной. Она позволяет понизить 

степень знаменателя в подынтегральном выражении на 

единицу. Последовательно применяя формулу (  ) 

)1( т раз, данный интеграл приводится к таблично-

му интегралу   22 xa

dx
 

 

 

§6. Интегралы вида 

 

  cbxax

dx
2

и dx
cbxax

NMx
 


2

 

 

Квадратный трехчлен cbxax 2  при дискриминан-

те 042 acbD  , имеет действительные и разные корни, 

кратные корни при 0D и комплексные корни при D 0. 

В первом случае квадратный трехчлен можно представить 

в виде разности двух квадратов, во втором случае трехчлен 

является полным квадратом, а в третьем случае он может 

быть представлен в виде суммы двух квадратов. 

Интеграл вида   cbxax

dx
2

 приводится к таблично-

му интегралу путем преобразования квадратного трехчле-

на( выделяем из него полный квадрат). 

 

Рассмотрим примеры: 

 

1.   1022 xx

dx
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Р е ш е н и е 

 

  1022 xx

dx

9)1(

101)112(

10)2(102

2

222

22







x

xx

xxxx

=

 
 9)1( 2x

dx
C

x
arctg

x

dx






  3

1

3

1

3)1( 22
 

 

2.   25102 xx

dx
 

 

Р е ш е н и е 

 

  25102 xx

dx
= 22 )5(2510  xxx =

 


 )5()5(
)5(

2

2
xdx

x

dx
 (подняли знаменатель 

вверх)= C
x

x 


 

)5(

1
1/)5( 1  

 

3.   542 xx

dx
 

 

Р е ш е н и е 

 

  542 xx

dx
=

9)2(

52)222(

5)4(54x

квадрат полный выделяем

2

222

22







x

xx

xxx
=
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
 9)2( 2x

dx


 22 3)2(x

dx
       







32

32
ln

6

1

x

x
C

x

x






1

5
ln

6

1
 

 

4.   1744 2 xx

dx
 

 

Р е ш е н и е 

 

  1744 2 xx

dx
=










  22222 4)12(

)12(

2

1

4)12(16144 x

xd

x

dx

xx

dx

C
x

arctg 



4

12

8

1
 

 

5.   743 2 xx

dx
 

 

Р е ш е н и е 

 

  743 2 xx

dx
=   21129

3
2 xx

dx
(числитель и знамена-

тель домножили на 3) 

=  







 22222 5)23(

)23(

5)23(

3

254129

3

x

xd

x

dx

xx

dx
=






523

523
ln

10

1

x

x
C

x

x







73

33
ln

10

1
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В интеграле вида dx
cbxax

NMx
 


2

 

Если выражение NMx  -есть производная 

от cbxax 2  квадратного трехчлена, то интеграл берется 

по формуле (3). 

Если выражение NMx   не совпадает с производной 

знаменателя, то  необходимо его преобразовать так, чтобы 

из него можно было бы выделить производную знаменате-

ля, затем интеграл представляют в виде суммы двух инте-

гралов, один из которых берется непосредственно, а дру-

гой есть интеграл предыдущего вида. 

 

Пример 1. Найти интеграл  


dx

xx

x

266

1
2

 

 

Р е ш е н и е 

 

 


dx

xx

x

266

1
2

 = (производная знаменателя 2x+6 . 

Будем преобразовывать числитель так, чтобы из числителя 

можно было выделить выражение 2x+6 и затем наш инте-

грал разобьем интеграл на 2 интегра-

ла)=


















   256

4
256

)62(

2

1

256

862

2

1

256

22

2

1
2222 xx

dx

xx

dxx
dx

xx

x
dx

xx

x

C
x

arctgxx
x

dx

xx

xxd











  4

3
)256ln(

2

1

4)3(
4

256

)256(

2

1 2

222

2

 

 

Пример 2. Найти интеграл  


dx

xx

x

342

13
2
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Р е ш е н и е 

 

 


dx

xx

x

342

13
2

=( Производная знаменателя 44 x . 

Выполним необходимые преобразова-

ния)=  



dx
xx

x

342

3

1

3
2

=(Вынесли 3 за знак интегра-

ла)= dx
xx

x

 



342

3

4
4

4

3
2

= 

(Домножили и разделили на 4) 

= dx
xx

x

 



342

3

4
444

4

3
2

=(Отняли и прибавили 4 в числителе)= 

dx
xx

dx
xx

x
dx

xx

x

 











342

3

8

4

3

342

)44(

4

3

342

3

4
4)44(

4

3
222

=(Разбили на 2 интеграла)= 












2

3
2

)342ln(
4

3

342
2

342

)342(

4

3

2

2

22

2

xx

dx
xx

xx

dx

xx

xxd

=(Во втором интеграле 2 занесли под знак интегра-

ла)= 



 

2

1
)1(

)342ln(
4

3

2

2

x

dx
xx  

  Cxarctgxx  2)1(2)342ln(
4

3 2  
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§7. Интегралы вида 

 


 cbxax

dx

2
 и 




dx

cbxax

NMx

2
 

 

Интегралы вида 
 cbxax

dx

2
 приводятся к таб-

личному интегралу (13), если a >0 b и к табличному инте-

гралу (10), если a <0. 

 

Пример 1. Найти интеграл 
 1062 xx

dx
 

 

Р е ш е н и е 

 


 1062 xx

dx
= 

 1962 xx

dx
= 

 1)3( 2x

dx
=






1)3(

)3(

2x

xd
= Cxxx  )106)3ln( 2  

 

Пример 2. Найти интеграл 
 228 xx

dx
 

 

Р е ш е н и е 
 


 228 xx

dx
=

квадрат полный

выделяем)1(9

1)12(8

2

2





x

xx

=


 2)1(9 x

dx
= 





22 )1(3

)1(

x

xd
= C

x




3

1
arcsin  
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Пример 3. Найти интеграл 
 2232 xx

dx
 

 

Р е ш е н и е 

 


 2232 xx

dx
=(вынесем в знаменателе 2  за скоб-

ки и получим)= 
 2

2

3
1

2

1

xx

dx
= 

2

2

)
4

3
(

16

25

16

9
)

16

9

4

3
2(x-1

квадрат полный выделяем





x

x = 




2)
4

3
(

16

25

)
4

3
(

2

1

x

xd

=

5

4)
4

3
(

arcsin
2

1
x

= C
x





5

34
arcsin

2

1
 

 

Рассмотрим интегралы вида 



dx

cbxax

NMx

2
 

Если числитель является производной от подкорен-

ного выражения, то интеграл берется непосредственно 

(сводится к табличному). 

Если выражение NMx   не совпадает с производной 

от квадратного трехчлена, то необходимо числитель пре-

образовать так, чтобы из числителя можно было выделить 

производную подкоренного выражения знаменателя. По-

сле этого интеграл представляют в виде суммы двух инте-
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гралов, один из которых берется непосредственно, а дру-

гой является интегралом вышерассмотренным. 

Рассмотрим решение следующих примеров: 

 

1. dx
xx

x






2910

2

2
   2. 




dx

xx

x

2443

3
   

 

Р е ш е н и е 

 

1. dx
xx

x






2910

2

2
=(преобразуем числитель)= 





  dx

xx

x

2910

42

2

1

2





 dx

xx

x

2910

6102

2

1

2
 

(Разбиваем интеграл на 2 интеграла) 








 

2910
3

2910

)102(

2

1

22 xx

dx
dx

xx

x

 


)2910()2910(
2

1 22

1

2 xxdxx  




  22 2)5(
3

x

dx

Cxxxxx  )29105ln(32910 22  

 

Р е ш е н и е 

 

2. 





dx

xx

x

2443

3
= 




  dx

xx

x

2443

248

8

1





  dx

xx

x

2443

2848

8

1
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






  22 443

2

4

7

443

)48(

8

1

xx

dx
dx

xx

x

 


)443()443(
8

1 22

1

2 xxdxx 





2)12(4

)12(

4

7

x

xd
=

C
x

xx 



2

12
arcsin

4

7
443

4

1 2  

 

К интегралу такого же вида приводится и интеграл 

вида 
 cbxaxax

dx

2)(
 для этого достаточно восполь-

зоваться подстановкой ,
1

t
ax  где t-новая переменная. 

 

Найти интеграл 
 122 2 xxx

dx
 

 

Р е ш е н и е 

 


 122 2 xxx

dx
=

t

tt
xx

t

tt

tt

xx
t

dt
dx

t
xаподстановк

2
2

2

2

2

2

2

22
122

;
22

1
22

122;

1











=





 

222 22 ttt

dttt



 

1)1( 2t

dt
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 )221ln( 2 ttt 







 2

21
1

1
ln

2 xxx
+C=










 1221
ln

2 xxx

x
+C. 

 

Рассмотрим решение следующего примера 


 2)1( 2xx

dx
 

 

Р е ш е н и е 

 


 2)1( 2xx

dx
=

t

tt
x

t

tt

t
x

t

dt
dx

t
x

2
2

2

2
22

2

21
2

,
21

2)1
1

(2

,

,1
1

,
t

1
1-x

аподстановк











=





  22 21 ttt

tdtt





221 tt

dt
= 







2)1(2

)1(

t

td
= 







2

1
1

1

arcsin
2

1
arcsin xt

C
x

x







)1(2

2
arcsin  
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Интеграл вида 
 1)1( 2xx

dx
 решаем аналогично, 

выполняя подстановку 
t

x
1

1  

 

§8. Интегрирование элементарных дробей 

 
Правильные рациональные дроби следующих четы-

рех типов называются элементарными 

 

(I) ;
ax

A


      (II) 

max

A

)( 
:    (III) ;

2 cbxax

NMx




     

(IY)
ncbxax

NMx

)( 2 


. 

 

m и n при этом -натуральные числа, а квадратный 

трехчлен cbxax 2  не имеет действительных корней. 

Интегрирование элементарных дробей первых двух 

типов производится непосредственно. 

 

 







 )(

)(

ax

axd
A

ax

dx
Adx

ax

A
= CaxA  )ln( . 

 

 


 )()(
)(

axdaxAdx
ax

A m

m




 

1

)( 1

m

ax
A

m

C
axm

A
m


 1))(1(

 

 

В предыдущих примерах уже  рассмотрено интегри-

рование элементарных дробей третьего типа. 
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Интегрирование элементарных дробей четвертого 

типа связано с применением рекуррентной формулы. В бо-

лее общем виде эта формула имеет вид: 

 

  







 1222122222 )()22(

32

))(22()( nnn mt

dt

nm

n

mtnm

t

mt

dt
 

 

Пример. Найти интеграл  


dx

xx

x
22 )54(

22
 

 

Р е ш е н и е 

 

 


dx

xx

x
22 )54(

22
=  


dx

xx

x
22 )54(

242
=  


22 )54(

)42(

xx

x

 



22 )54(

2
xx

dx

 





 



22

222

1)2(

)2(
2)54()54(

x

xd
xxdxx

 





222 )1(
2

54

1

t

dt

xx
( где t=x-2) 

 

Полагая в рекуррентной формуле n=2, находим интеграл 

 

Carctgt
t

t

t

dt

t

t

t

dt











  2

1

12

1

12

1

12

1

)1( 22222
 

 

Следовательно, 

 

 


dx

xx

x
22 )54(

22
= 





 arctgt

t

t

xx 154

1
22
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






 Cxarctg

xx

x

xx
)2(

54

2

54

1
22

Cxarctg
xx

x





)2(

54

3
2

  

 

 

§9. Разложение рациональной  

дроби на элементарные 

 

Пусть )(xQn
 е5сть многочлен с действительными ко-

эффициентами степени n, то есть 

 

)(xQn
= 01

2

2

3

3

1

1 ... CxCxCxCxCxC n

n

n

n  

  

 

Известно, что всякий такой многочлен разлагается 

единственным образом на линейные и квадратичные мно-

жители вида )( ax   и )( 2 gpxx  , где a  действительный 

корень многочлена, а квадратный трехчлен gpxx 2  не 

имеет действительных корней, то есть 

 

.0
4

2

 g
p

 

 

Некоторые из множителей, на которые разлагается 

данный многочлен, могут входить в его разложение не-

сколько раз. 

В общем виде разложение многочлена имеет вид: 

 

)(xQn = ...)()( mk

n bxaxC 

...)()( 11

22 sr gxpxgpxx   
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где a -действительный корень многочлена кратности 

k, b-действительный корень многочлена кратности m,…а 

натуральные числа r,s…выражают кратность каждой пары 

сопряженных комплексных корней многочлена. 

При этом справедливо равенство: 

nsrmk  ...22...   

Рациональной дробью называется частное двух мно-

гочленов одного и того же аргумента. 

Рациональная дробь 
)(

)(

xQ

xP
называется правильной, 

если степень многочлена )(xP  меньше степени многочле-

на )(xQ . 

В данном случае можно говорить о следующей тео-

реме,  разложении рациональной дроби на сумму элемен-

тарных дробей. 

 

Теорема. Всякая правильная рациональная 

дробь
)(

)(

xQ

xP
, знаменатель которой )(xQ  имеет разложение 

)(xQn
= ...)()( mk

n bxaxC 

...)()( 11

22 sr gxpxgpxx  , может быть представлена 

единственным образом в виде суммы конечного числа 

элементарных дробей следующим образом: 

 

)(

)(

xQ

xP
=

m

m

k

k

bx

B

bx

B

bx

B

ax

A

ax

A

ax

A

)(
...

)()()(
...

)( 2

21

2

21


















+…+
r

rr

gpxx

NxM

)( 2 


+ 

+

...
)(

...
)( 11

22

11

2

22

11

2

11 













s

ss

gxpx

ExD

gxpx

ExD

gxpx

ExD
 



 38 

Для нахождения неопределенных коэффициентов 

...,...,,,...,,,...,,,..., 21212121 rrmk NNNMMMBBBAAA  

поступают так:  элементарные дроби правой части 

приводят к общему знаменателю, который, очевидно, бу-

дет равен )(xQ ,а затем приравнивают многочлен, полу-

чившийся в числителе, многочлену )(xP . Полученное ра-

венство таким образом  является тождеством. 

Сравнивают коэффициенты при одинаковых степе-

нях x в левой и правой частях этого равенства, получают 

систему линейных уравнений относительно коэффициен-

тов,  которые необходимо найти. Решаем  систему уравне-

ний, (получившихся) и находим значения неопределенных 

коэффициентов. 

 

Пример. Рациональную дробь  
)(

)(

xQ

xP
=

)2()3(

119
2

2





xx

xx
  

разложить на элементарные дроби 

 

Р е ш е н и е 

Данная дробь является правильной. Применяя фор-

мулу разложения, будем иметь: 

 

)2()3(

119
2

2





xx

xx
=

2)3(3 2 





 x

C

x

B

x

A
 

 

Приводим дроби в правой части к общему знамена-

телю. 

 

)2()3(

119
2

2





xx

xx
=

)2()3(

)3()2()2)(3(
2

2





xx

xCxBxxA
. 

 

0)2()3( 2  xx  
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Получим тождество: 

 
22 )3()2()2)(3(119  xCxBxxAxx  

 

Раскроем скобки в правой части и расположим, полу-

ченный многочлен по убывающим степеням аргумента x. 

 

)926()6()(119 22 CBAxCBAxСAxx   

 

Найдем коэффициенты A,B,C. Для этого приравняем 

коэффициенты в правой и левой части тождества, стоящие 

перед одинаковыми степенями аргумента x. Получим си-

стему уравнений относительно неизвестных A,B,C. 

 















11926

,96

,1

CBA

CBA

CA

 решаем систему уравнений 















1192)1(6

,96)1(

,1

CBC

CBC

CA

 















119266

,961

,1

CBC

CBC

CA

 















112156

,951

,1

BC

BC

CA

 















BC

BC

CA

2515

,105

,1
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













5

,1

,2

B

C

A

 

 

Имеем: 

 

)2()3(

119
2

2





xx

xx
=

2

1

)3(

5

3

2
2 





 xxx
. 

 

Второй способ нахождения неизвестных коэффици-

ентов. Тождество справедливо при любом значении аргу-

мента x. Давая аргументу x любые частные значения, мож-

но получить достаточное число линейных уравнений (сов-

местных) относительно искомых коэффициентов A,B,C. 

Например, при x=3 получаем 25=5B, или B=5; 

                   при x=-2 получаем -25=25С, откуда C=-1; 

                   при x=0 получаем -11=-6A+2B+9C, или -

11=-6A+10-9, откуда A=2 

В том случае, когда знаменатель данной дроби, то 

есть многочлен )(xQ , имеет только действительные корни, 

наиболее удобно применять 2
ой

 способ определения неиз-

вестных коэффициентов. 

 

Пример. 

Дробь 
)(

)(

xQ

xP
=

xxx

x




35

2

2

1
-разложить на элементар-

ные дроби 

 

Р е ш е н и е 

Разложим знаменатель  )(xQ   на линейные и квадра-

тичные множители. 
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)(xQ = 222435 )1()12(2  xxxxxxxx  

 

Тогда
)(

)(

xQ

xP
=

22

2

)1(

1





xx

x
-может быть представлен в 

виде суммы элементарных дробей по формуле 

 

)(

)(

xQ

xP
=

22

2

)1(

1





xx

x
=

222 )1()1( 









x

EDx

x

CBx

x

A
. 

 

Приводим элементарные дроби к общему знаменателю. 

 

22

2

)1(

1





xx

x
=

22

222

)1(

)()1()()1(





xx

xEDxxxcBxxA
 

 

Отбрасываем знаменатель и располагаем многочлены 

в обеих частях полученного тождества по убывающим сте-

пеням аргумента x, получим: 

 

AxECxDBACxxBAx  )()2()(1 2342

 

Приравниваем коэффициенты при одинаковых сте-

пенях x: 

 

0

2

3

4

x

x

x

x

x
























1

0

02

1

0

A

EC

DBA

C

BA
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Решаем систему уравнений и получаем: 

1,1,1,1,1  EDCBA  

 

Следовательно 

 

22

2

)1(

1





xx

x
= 

222 )1(

1

)1(

11











x

x

x

x

x
 

 

 

§10. Интегрирование дробей рациональной функции 

 

Всякую рациональную дробь можно, используя фор-

мулу, представить в виде суммы конечного числа элемен-

тарных дробей, которые затем можно проинтегрировать. 

Если рассматриваемая дробь 
)(

)(

xQ

xP
 является непра-

вильной, то необходимо выделить целую часть, разделив 

многочлен )(xP на многочлен )(xQ  (уголком). При этом 

получают в частном многочлен )(xT и в остатке много-

член )(1 xP , степень которого ниже степени многочле-

на )(xQ . 

В этом случае 

 

)(

)(

xQ

xP
= )(xT +

)(

)(1

xQ

xP
       (1) 

 

В равенстве (1) дробь 
)(

)(1

xQ

xP
 является правильной и 

может быть разложена по формуле предыдущего параграфа. 

Так как интеграл от многочлена )(xT  и элементар-

ных дробей выражается в элементарных функциях, то вся-
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кая рациональная дробь (дробная рациональная функция) 

может быть проинтегрирована в элементарных функциях. 

Найти интеграл 

 

dx
xx

x
 



)1(

1
2

 

 

Р е ш е н и е 

Под знаком интеграла стоит правильная рациональ-

ная дробь. Представим эту дробь в виде суммы элементар-

ных дробей. 

 

)1(

1
2 



xx

x
= ;

12 




x

CBx

x

A
 

 

)1(

1
2 



xx

x
=

)1(

)1(
2

22





xx

CxBxxA
; 

 

CxBxAAxx  221 ; 

 

0

2

x

x

x















1

1

0

A

C

BA

 .1;1;1  BCA  

 

dx
xx

x
 



)1(

1
2

=   




1

11
2x

x
dx

x
=   





11

ln
22 x

dx
dx

x

x
x =





  1

)1(

2

1
ln

2

2

x

xd
x arctgx  

 )1ln(
2

1
ln 2xx Carctgx  
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Найти интеграл dx
xxx

xxx
 



2

233
23

24

 

 

Р е ш е н и е 

Под знаком интеграла неправильная рациональная 

дробь. Разделим числитель на знаменатель уголком. 

 

                     233 24  xxx             
1

223





x

xxx
 

                        234 2xxx   

                               2323  xxx  

                               xxx 223   

                                             2 x  

 

dx
xxx

xxx
 



2

233
23

24

=

   








 dx

xxx

x
dxxdxdx

xxx

x
x

)1)(2(

2
)

)1)(2(

2
1(  

=  


 dx

xxx

x
x

x

)1)(2(

2

2

2

=….. 

 

Найдем интеграл 

 


dx

xxx

x

)1)(2(

2
-воспользуемся выше рассмотрен-

ным способом , который называется методом неопреде-

ленных коэффициентов 

 

)1)(2(

2





xxx

x
= ;

12 





x

C

x

B

x

A
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)1)(2(

2





xxx

x
= ;

)1)(2(

)2()1()1)(2(





xxx

xCxxBxxxA
 

 

);2()1()1)(2(2  xcxxBxxxAx -

отбросили знаменатель и получили тождество. 

При 0x  имеем A22  ; откуда 1A  

При 2x  имеем B64  ; откуда 
3

2B  

При 1x  имеем C31 ; откуда 
3

1
C  

Следовательно, 

 

dx
xxx

xxx
 



2

233
23

24

=   






13

1

23

2

2

2

x

dx

x

dx

x

dx
x

x

)2ln(
3

2
ln

2

2

 xxx
x

- 

C
xx

x
x

x
Cx 




)1()2(
ln

3

1

2
)1ln(

3

1
2

32

. 

 

Найти интеграл  


22

2

)1(

1

xx

x
 

 

Р е ш е н и е 

Данная подынтегральная функция была представлена 

в виде суммы элементарных дробей в параграфе 9. 

 

 


22

2

)1(

1

xx

x
=

   















222222 )1(1
)

)1(

1

1

11
(

x

xdx

x

xdx

x

dx
dx

x

x

x

x

x
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  22 )1(x

dx
= 

=  





222

2

)1()1(2

1
)1ln(

2

1
ln

x

dx

x
arctgxxx  

 

Находим последний интеграл по рекуррентной формуле 

 

  







 1222122222 )()22(

32

))(22()( nnn mt

dt

nm

n

mtnm

t

mt

dt

 

при n=2, имеем 

 

 






 12

1

12

1

)1( 2222 x

dx

x

x

x

dx
Carctgx

x

x


 2

1

)1(2 2
 

 

Тогда наш интеграл 

 

 


22

2

)1(

1

xx

x
= 




)1(2

1
)1ln(

2

1
ln

2

2

x
arctgxxx

Carctgx
x

x


 2

1

)1(2 2
= 

C
x

x
arctgx

x

x










)1(2

1

2

1

1
ln

22
 

 

 

§11. Интегрирование тригонометрических функций 

 

Все тригонометрические функции рационально выра-

жаются через синус и косинус. Следовательно, всякая функ-

ция рационально зависящая от тригонометрических функ-

ций, может быть преобразована и представлена в виде функ-
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ции, рационально зависящей только от синуса и косинуса. 

Рассмотрим интегрирование целых степеней триго-

нометрических функций, то есть интегралы вида 

 xdxx nm cossin , где m и n –целые числа. 

 

Замечание 1.Чтобы найти интеграл такого вида для 

случая, когда хотя бы одно из чисел m и n  есть число не-

четное и положительное, применяют подстановку 

tx cos , если m –нечетное и положительное, и tx sin , 

если n –нечетное и положительное. 

Найти интегралы: )a xdxx 32 cossin   б) dx
x

x
 6

3

cos

sin
 

 

Р е ш е н и е  

 

)a  Так как нечетным и положительным является по-

казатель степени функции cos x, то применим указанную 

подстановку 

xdxx 32 cossin  

= xdxxx coscossin 22

 = xx 22 sin1cos  = )sin1(sin 22 xx  = 

dtcosxdx

t;sinx

аподстановк



 = dttt )1( 22  = dttt )(
42  =   dttdtt 42 =

53

53 tt
 = C

x


5

sin

3

sin 53

 

 

б)  Показатель степени xsin есть число нечетное и 

положительное. Применяем подстановку tx cos  
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dx
x

x
 6

3

cos

sin
= 



x

xdxx
6

2

cos

sin)cos1(
=

dtsinxdx-

t;cosx

аподстановк



 =




6

2 ))(1(

t

dtt
=  

6

2

6 t

dtt

t

dt
=  

 dttdtt 46

xxtt

tt
3535

35

cos3

1

cos5

1

3

1

5

1

35










+C. 

 

Замечание 2. Если показатели степени m и n –четные 

и положительные( в частности один из них может быть ра-

вен 0), необходимо воспользоваться формулой понижения 

степени: 

2

2cos1
sin2 x

x


 ; 
2

2cos1
cos2 x

x


 ; и xxx 2sin
2

1
cossin   

 

Найти интегралы: )a xdx4cos  ; б) xdxx
24 cossin ;  

 

Р е ш е н и е 

)a xdx4cos =  dxx 22 )(cos =

 





dx
xx

dx
x

4

)2cos2cos21(
)

2

2cos1
(

22

 

=   dxxx )2cos2cos21(
4

1 2

 


 )
2

4cos1
2sin(

4

1
dx

x
xx  xxx

8

1
2sin

4

1

4

1
 

 xdx4cos
8

1
=  xxx

8

1
2sin

4

1

4

1
Cx 4sin

32

1
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б) xdxx
24 cossin =

  


 xdxdx
x

xxdxxx 2sin
8

1

2

2cos1
2sin

4

1
sin)cos(sin 2222

 

  xdxx 2cos2sin
8

1 2

 


)2(sin2sin
16

1

2

4cos1

8

1 2 xxddx
x

= Cxxx  2sin
48

1
4sin

64

1

16

1 3  

 

Замечание 3.Чтобы найти интеграл в случае, когда 

показатели m и n четные и хотя бы один из них отрица-

тельный, применяют подстановку ttgx   или tctgx  . 

 

Пример 1. Найти интеграл dx
x

x
6

2

cos

sin
  

 

Р е ш е н и е 

dx
x

x
6

2

cos

sin
 =   )()1(

cos

1

cos

1 22

22

2 tgxdxtgxtgdx
xx

xtg  

= C
xtgxtg

tgxdxtgxtg  53
)()(

53
42  

 

Пример 2. Найти интеграл  xx

dx
66 cossin

 

 

Р е ш е н и е 

 xx

dx
66 cossin

=

   x

dx
xec

x

dx

xxx

dx

2sin
2cos64

2sin2sin

1
64

)cos(sin 2

4

246
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)2()21(32)2()2(cos32 2222 xctgdxctgxctgdxec   =

  xdctgxctgxctg 2)221(32 42  

C
xctgxctg

xctg  )
5

2

3

22
2(32

53

 

 

Рассмотрим интегрирование произведения синусов и 

косинусов различных аргументов, то есть интегралы вида: 

 

  ;cossin nxdxmx      ;sinsin nxdxmx   ;coscos nxdxmx  

 

Замечание 4. Для того, чтобы найти указанные инте-

гралы, необходимо воспользоваться известными тригоно-

метрическими формулами: 

 

 xnmxnmnxmx )sin()sin(
2

1
cossin   

 

 xnmxnmnxmx )cos()cos(
2

1
sinsin   

 

 xnmxnmnxmx )cos()cos(
2

1
coscos   

 

Пример 3. Найти интеграл   xdxx 3cos5sin  

 

Р е ш е н и е 

  xdxx 3cos5sin =    dxxx )35sin()35sin(
2

1

   dxxx 8sin2sin
2

1
 xdx2sin

2

1
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  xdx8sin
2

1
Cxx  8cos

16

1
2cos

4

1
 

 

Пример 4. Найти интеграл   xdxx 2cos3cos  

 

Р е ш е н и е 

  xdxx 2cos3cos =

xdxxxdx
x

x 2cos3cos
2

1
3cos

2

1

2

2cos1
3cos   


 =

x3sin
6

1
  dxxx )5cos(cos

4

1
x3sin

6

1

Cxx  5sin
20

1
sin

4

1
 

 

Замечание 5. Интегралы вида  dxxxR )cos,(sin ,где 

)cos,(sin xxR  есть рациональная функция относительно 

sinx и cosx, находят с помощью подстановки t
x

tg 
2

. Эта 

подстановка приводит данный интеграл к интегралу от ра-

циональной функции переменной t. 

При этом 

 

21

2
sin

t

t
x


 ; 

2

2

1

1
cos

t

t
x




 ;

21

2

t
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
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Т.к. 






1

2
cos

2
sin2

sin

xx

x
2

222 1

2

2
1

2
2

2
sin

2
cos

2
cos

2
sin2

t

t

x
tg

x
tg

xx

xx











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




1

2
sin

2
cos

cos

22 xx

x
2

2

2

2

22

22

1

1

2
1

2
1

2
sin

2
cos

2
sin

2
cos

t

t

x
tg

x
tg

xx

xx
















; 

 

t
x

tg 
2

; arctgt
x


2
; arctgtx 2 ; 

21

2

t

dt
dx


 ; 

 

Пример 5. Найти интеграл   xx

dx

cossin1
 

 

Р е ш е н и е 

  xx

dx

cossin1
=

.
1

2

,
1

1
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,
t1

2t
sinx

аподстановк
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2

t

dt
dx

t

t
x











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









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2
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t
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t

t
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
 t

dt

22

2


 t

dt

1
 Ct)1ln( .)

2
1ln( C

x
tg   

 

 

Пример 6. Найти интеграл   xx

dx

sin3cos45
 

 

Р е ш е н и е 
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  xx

dx

sin3cos45
=
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§12. Интегралы вида 

 

;),( 22 dxxaxR  ;),( 22 dxxaxR   

 

;),( 22 dxaxxR   

 

Интеграл вида dxxaxR ),( 22

  сводится к интегра-

лу от рациональной функции относительно sint и cost, если 

применить подстановку tax sin или tax cos . 

 

Пример 1. Найти интеграл 
 2

2

4 x

dxx
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Р е ш е н и е 

 


 2

2

4 x

dxx
=

.cos2

,,sin2x

аподстановк

tdtdx

t



 =








  dt

t
tdt

t

dttt

2

2cos1
4sin4

sin44

cos2sin4 2

2

2

   Ctttdtdt 2sin22cos22 = 

(переходим к старой переменной x,  
2

arcsin
x

t  ) 

= Cx
xx

 24
22

arcsin2 . 

Интеграл вида dxxaxR ),( 22

   сводятся к интегра-

лу от рациональной функции относительно sint и cost, если 

применять подстановку atgtx   или actgtx   

 

Пример 2. Найти интеграл 
 22 1)1( xx

dx
 

Р е ш е н и е 

 


 22 1)1( xx

dx
=

.
cos

,x

аподстановк

2 t

dt
dx

tgt



 =
ttgttg

t

dt

22

2

1)1(

cos



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=  tdtcos = Ct sin =

2

2

1

1sec

costtgtsint

x

x

ttg

tgt

t

tgt











= C
x

x


 21
 

 

Интеграл вида dxaxxR ),( 22

   сводится к интегра-

лу от рациональной функции относительно sint и cost, если 

применить подстановку tax sec или ectax cos . 

 

Пример 3. Найти интеграл 


dx
x

x 42

 

 

Р е ш е н и е 
 




dx
x

x 42

=

.sec2

,sec2x

аподстановк

tgtdttdx

t



 =

 


dttgtt
t

t
sec2

sec2

4sec4 2

=  dtttg 52 2 = 


dt
t

t
2

2

cos

cos1
2 =

  dt
t

dt
2

cos
2

2
= ttgt 22 

2

4
1

4
1sec

2
cosarg,

2
cos

,
cos

2
sec2x

 xпеременной прежней к перейдем

22
2 







xx
ttgt

x
t

x
t

t
t

= C
x

x 
2

arccos242 . 
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§13. Интегрирование простейших  

иррациональных выражений 

 

Если подынтегральная функция является иррацио-

нальной (аргумент находится под знаком интеграла), то 

необходимо подобрать такую подстановку, которая позво-

ляет подынтегральное выражение привести к рациональ-

ному виду относительно новой переменной. 

Замечание 1. Если под знаком интеграла стоит раци-

ональная функция от аргумента x  и его дробных степеней, 

то используют подстановку mtx  , где m есть общее 

наименьшее кратное показателей корней, и приводят 

подынтегральное выражение к рациональному виду отно-

сительно новой переменной t. 

 

Пример 1. Найти интеграл dx
xx

xxx





3

63 2

1(
 

 

Р е ш е н и е 

 

dx
xx

xxx





3

63 2

1(
=

.6

,x

аподстановк

6 равно корней

кратное общее наименьшее

5

6

dttdx

t





=





 dtt

tt

ttt 5

26

46

6
)1(  


dt

t

tt
2

35

1

1
6 = 

= 






 22

23

1
6

1

)1(
6

t

dt
dt

t

tt
 arctgtt 6

2

3 4 Cxarctgx  63 2 6
2

3
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Пример 2. Найти интеграл 



dx

xxx

x
64

6

(

1
 

 

Р е ш е н и е 

 





dx

xxx

x
64

6

(

1
=(т.к. наименьшее общее кратное кор-

ней равно 12, то выполним необходимую подстановку) 

.12

,x

6

12

dttdx

t




= dtt

ttt

t 5

2312

2

12
)(

1
 


=  


dt

tt

t

)1(

1
12

3

2

=(*) 

Применяем метод неопределенных коэффициентов. 

(Нашу дробь представляем в виде суммы дробей). 

)1(

1
3

2





tt

t
= ;

132 


t

D

t

C

t

B

t

A
 (Приводим в правей ча-

сти к общему знаменателю) 

 

)1(

1
3

2





tt

t
= ;

)1(

)1()1()1(
3

32





tt

DttCtBttAt
 

 

;1 32232 DtCCtBtBtAtAtt    

 

(Приравниваем коэффициенты при одинаковых степенях) 

 

0

2

3

x

x

x

x





















1

0

1

0

C

CB

BA

DA

 2;2;1;1  DABC  
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(*)= dt
t

dt
t

dt
t

dt
t    







1

2112
12

32
=

))1ln(2ln2(12 32  
 tdttdttt = 12ln24 x -

1
12

1




t
+

2
12

2




t
- )1ln(24 12 x = C

xxx

x


 61212

12 612

1
ln24  

 

Если под знаком интеграла имеется рациональная 

функция от аргумента x и дробных степеней двучлена 

bax  , то необходимо выполнить подстановку bax  = mt , 

где  m есть интегральное выражение, тем самым функцию 

мы приведем к рациональному виду относительно новой 

переменной t. 

Пример 3. Найти интеграл 
 2)2(3 2 xx

dx
 

 

Р е ш е н и е 

 


 2)2(3 2 xx

dx
=(Общее наименьшее кратное 

показателей корней равно 6)  

 

.6

,2x

аподстановк

5

6

dttdx

t



 =  


24

56

tt

dtt
=  1

6
2

t

dtt
= dt

t

t
 



1

11
6

2

=

 
 dt

t
t )

1

1
1(6 = 








 )1ln(

2
6

2

tt
t

= 

Cxx
x




 62ln(26
2

2
6 66

3

. 
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Если под знаком интеграла имеется рациональная 

функция от аргумента x и дробных степеней дробно-

линейной функции 
dcx

bax




, то подстановка mt

dcx

bax





, где 

m есть наименьшее общее кратное показателей корней,  

подынтегральное выражение приводит относительно но-

вой переменной t к рациональному виду. 

 

Пример 4. Найти интеграл dx
x

x

x 





3

2 1

1

)1(

1
 

 

Р е ш е н и е 

 

dx
x

x

x 





3

2 1

1

)1(

1
=

1

2

1

1
11

)1(

6

)1(

)1(3)1(3

;1

1
;1)1(

1;1

x-1

x1

аподстановк

33

3

23

2

23

3232

3

3
33

3333

2



























tt

t
x

t

dtt
dt

t

tttt
dx

t

t
xttx

txxtxttx

t

=

 






23

2

2

3

)1(

6

)
1

2
(

1

t

dtt
t

t

= 

C
x

x
tdtt 




  3

4

43 )
1

1
(

8

3

8

3

2

3
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§14. Интегрирование биномиальных дифференциалов 

 

Выражение dxbxax pnm )(  , где m, n, p-рациональные 

числа, называется биномиальным дифференциалом. 

Выдающийся русский математик П.Л. Чебышев до-

казал, что интеграл от биномиального дифференциала, т.е. 

интеграл вида dxbxax pnm )(  , выражается через эле-

ментарные функции в следующих трех случаях: 

 

1) p есть целое число или равное нулю; 

 

2)
n

m 1
есть целое число или равное нулю; 

 

3) 
n

m 1
+ p есть целое число или равное нулю. 

 

В первом случае, когда p –целое положительное, то 

интегрирование выполняется непосредственно. Для этого 

достаточно бином разложить по формуле Ньютона. Если 

же p-целое отрицательное, то применяют подстановку 
gtx  , где g-наименьшее общее кратное чисел m и n. 

Во втором случае, когда 
n

m 1
есть целое число, при-

меняют подстановку sn tbxa  ,где s знаменатель дро-

би
s

r
p  . 

В третьем случае, когда 
n

m 1
+ p есть целое число, 

применяют подстановку nsn xtbxa  , где s-знаменатель 

дроби p. 

 



 61 

Пример 1. 

Найти интеграл dxxx
2

1

3

1

3

2

1 











 

 

Р е ш е н и е 
 

.
2

1

;3

1
;

3

2
 pnm  

 

В данном случае p не есть целое число. 
 

1

3

1

1
3

2

1







n

m
-целое число 

dxxx
2

1

3

1

3

2

1 











=

tdtdxx

tdtdxxt

6

2
3

1
откуда,x1

аподстановк

3

2

3

2

23

1









=

  32 26 tdtt = Cx  2

3

3 )1(2  

 

Пример 2. 

Найти интеграл 
3 51 xx

dx
= 


  dxxx 3

1

51 )1(  

 

Р е ш е н и е 

 

.
3

1
5;1  pnm  
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
3 51 xx

dx
= 


  dxxx 3

1

51 )1( =

5

4

3

2

5

1

335

)1(5

3

)1(откуда,x1

аподстановк







t

dtt
dx

txt = 
3 51 xx

dx
==






ttt

dtt

5

4

35

1

3

2

)1(5)1(

3
=  15

3
3t

tdt
=  


dt

ttt

t

)1)(1(5

3
2

dt
tt

t

t 





)

1

1

1

1
(

5

1
2

=  )1ln(
5

1
t  

-

 


dt

tt

t

1

312

10

1
2

=  )1ln(
10

1
)1ln(

5

1 2 ttt




4

3
)

2

1
(

10

3

2t

dt
=

1

)1(
ln

10

1
2

2





tt

t
+ 





4

3
)

2

1
(

10

3

2t

dt
=

3

12

5

3

1

)1(
ln

10

1
2

2 




 t
arctg

tt

t
=

C
x

arctg

xx

x










3

112

5

3

111

)11(
ln

10

1 3 5

3 5
2

3 5

23 5

. 

Интеграл вида 
 24 1 xx

dx
решают применяя подста-

новку 3-го случая. 
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